
А. В. К а л и н к и н (Москва, МГТУ). Уравнения марковского про-

цесса, уравнения формальной кинетики и уравнения движения твердого

тела около неподвижной точки.
1. Пусть однородный во времени марковский процесс класса [4] ξ(t) =

(ξ1(t), . . . , ξ6(t)), t ∈ [0,∞), на множестве состояний N6 = {α = (α1, . . . , α6),

α1, . . . , α6 = 0, 1, . . .} задан следующей схемой взаимодействий:

T2 + T3 → T1 + T2 + T3; T1 + T3 → T1 + T2 + T3; T1 + T2 → T1 + T2 + T3;

T3 + T5 → T3 + T4 + T5; T1 + T6 → T1 + T5 + T6; T2 + T4 → T2 + T4 + T6;

T2 + T6 → T2 + T4 + T6; T3 + T4 → T3 + T4 + T5; T1 + T5 → T1 + T5 + T6;

T4 → T2 + T4, T3 + T4; T5 → T1 + T5, T3 + T5; T6 → T1 + T6, T2 + T6. (1)

Событие {ξ(t) = (β1, . . . , β6)} интерпетируется как наличие β1 частиц типа T1, . . . ,

β6 частиц типа T6.

Вторая (прямая) система дифференциальных уравнений Колмогорова для пе-

реходных вероятностей Pαβ(t), β ∈ N6, при помощи многомерной производящей

функции Fα(t; s1, s2, s3, s4, s5, s6) =
∑

β∈N6 Pαβ(t) sβ1
1 sβ2

2 sβ3
3 sβ4

4 sβ5
5 sβ6

6 (|si| 6 1, i =

1, . . . , 6) записывается в виде линейного уравнения в частных производных второго

порядка [3], [4] (λi > 0, i = 1, . . . , 12; p4
2 > 0, p4

3 > 0, p4
2 + p4

3 = 1; p5
1 > 0, p5

3 >
0, p5

1 + p5
3 = 1; p6

1 > 0, p6
2 > 0, p6

1 + p6
2 = 1):

∂Fα

∂t
= λ1(s1s2s3−s2s3)

∂2Fα

∂s2∂s3
+ λ2(s1s2s3−s1s3)

∂2Fα

∂s1∂s3
+ λ3(s1s2s3−s1s2)

∂2Fα

∂s1∂s2

+ λ4(s3s4s5 − s3s5)
∂2Fα

∂s3∂s5
+ λ5(s1s5s6 − s1s6)

∂2Fα

∂s1∂s6
+ λ6(s2s4s6 − s2s4)

∂2Fα

∂s2∂s4

+ λ7(s2s4s6 − s2s6)
∂2Fα

∂s2∂s6
+ λ8(s3s4s5 − s3s4)

∂2Fα

∂s3∂s4

+ λ9(s1s5s6 − s1s5)
∂2Fα

∂s1∂s5
+ λ10(p4

2s2s4 + p4
3s3s4 − s4)

∂Fα

∂s4

+ λ11(p5
1s1s5 + p5

3s3s5 − s5)
∂Fα

∂s5
+ λ12(p6

1s1s6 + p6
2s2s6 − s6)

∂Fα

∂s6
(2)

с начальным условием Fα(t; s1, s2, s3, s4, s5, s6) = sα1
1 sα2
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5 sα6

6 .

2. Кинетику химической реакции описывают количеством xi(t) реагента типа

Ti в момент времени t; в случае бимолекулярной схемы (1) функции x1(t), . . . , x6(t)

удовлетворяют, согласно закону действующих масс, системе обыкновенных диффе-

ренциальных уравнений [2]:

ẋ1 = λ1x2x3 + λ12p6
1x6 + λ11p5

1x5

ẋ2 = λ2x1x3 + λ10p4
2x4 + λ12p6

2x6

ẋ3 = λ3x1x2 + λ11p5
3x5 + λ10p4

3x4

ẋ4 = λ4x3x5 + λ7x2x6

ẋ5 = λ5x1x6 + λ8x3x4

ẋ6 = λ6x2x4 + λ9x1x5

(3)

с начальными условиями x1(0) = x0
1, . . . , x6(0) = x0

6.
Уравнения формальной кинетики (3) дают детерминированное приближение для

процесса ξ(t) при большом начальном числе частиц (полагают α = (nα1, . . . , nα6)

и n → ∞ [3]). Приближение системы (3) для средних Ai(t) = M ξi(t) =

(∂Fα/∂si)|s1=1,...,s6=1, i = 1, . . . , 6, получается из уравнения (2) дифференцирова-
нием.
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3. Система уравнений (3) совпадает, с точностью до значений числовых коэффи-

циентов, с системой нелинейных дифференциальных уравнений, описывающих дви-

жение тяжелого твердого тела вокруг неподвижной точки [1]:

A
dp

dt
+ (C −B)qr = Mg (y0γ′′ − z0γ′),

B
dq

dt
+ (A− C)rp = Mg (z0γ − x0γ′′),

C
dr

dt
+ (B −A)pq = Mg (x0γ′ − y0γ), (4)

dγ

dt
= rγ′ − qγ′′,

dγ′

dt
= pγ′′ − rγ,

dγ′′

dt
= qγ − pγ′,

где p, q, r, γ, γ′, γ′′ — функции времени t, постоянные A, B, C, x0, y0, z0 характеризу-

ют распределение массы тела относительно некоторой выбранной системы координат

(M — масса тела и g — ускорение силы тяжести).

4. В [5] для некоторых уравнений вида (2) выявлены положения, характерные

при рассмотрении систем (3) и (4): решения выражаются через эллиптические функ-

ции; комплексификация времени. Пример процесса (1) показывает сложность задачи

построения явных решений уравнений Колмогорова для марковских процессов.
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