
А. В. К а л и н к и н (Москва, МГТУ). Решение уравнений Колмого-
рова для вероятностной модели бимолекулярной реакции.

Марковская модель бимолекулярной реакции T1 + T2 → T3 [1], [2] представляет

собой однородный во времени марковский процесс на множестве состояний N3 =

{(α1, α2, α3), α1, α2, α3 = 0, 1, . . .}, переходные вероятности P
(α1,α2,α3)
(β1,β2,β3)

(t), t ∈ [0,∞),

которого представимы при t → 0+ в виде (λ > 0):

P
(α1,α2,α3)
(α1−1,α2−1,α3+1)

(t) = α1α2λt + o (t), P
(α1,α2,α3)
(α1,α2,α3)

(t) = 1− α1α2λt + o (t).

Состояние процесса (α1, α2, α3) интерпретируется как наличие α1 частиц типа

T1, α2 частиц типа T2, α3 частиц типа T3. С помощью экспоненциальной (двойной)

производящей функции (|s1| 6 1, |s2| 6 1, |s3| 6 1)

F(t; z1, z2; s1, s2, s3) =
∞∑

α1,α2=0

zα1
1 zα2

2

α1!α2!
F(α1,α2,0)(t; s1, s2, s3);

F(α1,α2,0)(t; s1, s2, s3) =

∞∑
β1,β2,β3=0

P
(α1,α2,0)
(β1,β2,β3)

(t)sβ1
1 sβ2

2 sβ3
3 ,

первая и вторая системы дифференциальных уравнений для переходных вероятностей

такого марковского процесса записываются в виде [3], [6]

∂F
∂t

= λz1z2

(
s3F −

∂2F
∂z1∂z2

)
,

∂F
∂t

= λ(s3 − s1s2)
∂2F

∂s1∂s2
, (1)

с начальным условием F(0; z1, z2; s1, s2, s3) = ez1s1+z2s2 . В [1] обсуждается связь

второго уравнения и известного в химической кинетике закона действующих масс;

получены труднообозримые явные выражения для переходных вероятностей. Ли-
нейные уравнения в частных производных второго порядка (1) решаются методом

разделения переменных.

Теорема. Решение уравнений Колмогорова (1) имеет вид

F(t; z1, z2; s1, s2, s3) =
∞∑

α1,α2=0

α1 + α2

max {α1, α2}
zα1
1 zα2

2

(α1 + α2)!

× 0F1(α1 + α2 + 1; z1z2s3)s
|α1−α2|
σ

× s
min {α1,α2}
3 P

(−1,|α1−α2|)
min {α1,α2}

(
2

s1s2

s3
− 1

)
e−α1α2λt,

(2)

где 0F1(α; z) — обобщенная гипергеометрическая функция, P
(−1,β)
α (s) — много-

члены Якоби; sσ = s1, если α1 > α2 и sσ = s2, если α1 < α2; при α1 = 0, α2 = 0
выражение (α1 + α2)/max {α1, α2} полагается равным 1.

При t = 0 двойной ряд (2) свертывается к экспоненте последовательным приме-

нением формул суммирования 6.8.3.13 из [5] и 5.8.3.2 из [4]. Незамкнутое решение

уравнений Колмогорова для одномерного процесса гибели квадратичного типа [7]
имеет вид, аналогичный (2). Ряд (2) рассматривается с целью получить замкнутое

решение уравнений (1) (ср. [8]).
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