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� 0.1. Ââåäåíèå. Îáçîð ëèòåðàòóðû.

Ïðè èññëåäîâàíèè îïåðàöèé ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ ñòàëêèâàòüñÿ ñ ðàáîòîé ñèñòåì,
íàçûâàåìûõ ñèñòåìàìè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ (ÑÌÎ). Ïðèìåðàìè òàêèõ ñèñòåì ìîãóò
ñëóæèòü: òåëåôîííûå ñòàíöèè, ðåìîíòíûå ìàñòåðñêèå, áèëåòíûå êàññû, ñïðàâî÷íûå áþðî,
ìàãàçèíû, ïàðèêìàõåðñêèå è ò.ï.

Êàæäàÿ ÑÌÎ ñîñòîèò èç êàêîãî-òî ÷èñëà îáñëóæèâàþùèõ åäèíèö (èëè "ïðèáîðîâ"),
êîòîðûå íàçûâàþòñÿ êàíàëàìè îáñëóæèâàíèÿ. Êàíàëàìè ìîãóò áûòü: ëèíèè ñâÿçè,
ðàáî÷èå òî÷êè, êàññèðû, ïðîäàâöû, ëèôòû, àâòîìàøèíû è äð. ÑÌÎ ìîãóò áûòü
îäíîêàíàëüíûìè è ìíîãîêàíàëüíûìè.

Âñÿêàÿ ÑÌÎ ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ îáñëóæèâàíèÿ êàêîãî-òî ïîòîêà çàÿâîê (èëè
"òðåáîâàíèé"), ïîñòóïàþùèõ â êàêèå-òî ñëó÷àéíûå ìîìåíòû âðåìåíè. Îáñëóæèâàíèå
çàÿâêè ïðîäîëæàåòñÿ êàêîå-òî, âîîáùå ãîâîðÿ, ñëó÷àéíîå âðåìÿ tob, ïîñëå ÷åãî êàíàë
îñâîáîæäàåòñÿ è ãîòîâ ê ïðèåìó ñëåäóþùåé çàÿâêè. Ñëó÷àéíûé õàðàêòåð ïîòîêà çàÿâîê
è âðåìåí îáñëóæèâàíèÿ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî â íåêîòîðûå ïåðèîäû âðåìåíè íà âõîäå
ÑÌÎ ñêàïëèâàåòñÿ èçëèøíå áîëüøîå ÷èñëî çàÿâîê (îíè ëèáî ñòàíîâÿòñÿ â î÷åðåäü,
ëèáî ïîêèäàþò ÑÌÎ íåîáñëóæåííûìè); â äðóãèå æå ïåðèîäû ÑÌÎ áóäåò ðàáîòàòü ñ
íåäîãðóçêîé èëè âîîáùå ïðîñòàèâàòü.

Ïðîöåññ ðàáîòû ÑÌÎ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ äèñêðåòíûìè
ñîñòîÿíèÿìè è íåïðåðûâíûì âðåìåíåì; ñîñòîÿíèå ÑÌÎ ìåíÿåòñÿ ñêà÷êîì â ìîìåíòû
ïîÿâëåíèÿ êàêèõ-òî ñîáûòèé (èëè ïðèõîäà íîâîé çàÿâêè, èëè îêîí÷àíèÿ îáñëóæèâàíèÿ,
èëè ìîìåíòà, êîãäà çàÿâêà, íàïðèìåð, ïîêèäàåò î÷åðåäü).

Ïðåäìåò òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ � ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé,
ñâÿçûâàþùèõ çàäàííûå óñëîâèÿ ðàáîòû ÑÌÎ (÷èñëî êàíàëîâ, èõ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü,
ïðàâèëà ðàáîòû, õàðàêòåð ïîòîêà çàÿâîê) ñ èíòåðåñóþùèìè íàñ õàðàêòåðèñòèêàìè �
ïîêàçàòåëÿìè ýôôåêòèâíîñòè ÑÌÎ, îïèñûâàþùèìè, ñ òîé èëè äðóãîé òî÷êè çðåíèÿ, å¼
ñïîñîáíîñòü ñïðàâëÿòüñÿ ñ ïîòîêîì çàÿâîê. Â êà÷åñòâå òàêèõ ïîêàçàòåëåé (â çàâèñèìîñòè
îò îáñòàíîâêè è öåëåé èññëåäîâàíèÿ) ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ ðàçíûå âåëè÷èíû, íàïðèìåð:
ñðåäíåå ÷èñëî çàÿâîê, îáñëóæèâàåìûõ ÑÌÎ â åäèíèöó âðåìåíè; ñðåäíåå ÷èñëî çàíÿòûõ
êàíàëîâ; ñðåäíåå ÷èñëî çàÿâîê â î÷åðåäè è ñðåäíåå âðåìÿ îæèäàíèÿ îáñëóæèâàíèÿ;
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷èñëî çàÿâîê â î÷åðåäè ïðåâûñèò êàêîå-òî çíà÷åíèå, è ò.ä.

Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç ðàáîòû ÑÌÎ îáëåã÷àåòñÿ, åñëè ìîäåëüþ ðàáîòû ÑÌÎ
ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèé ïðîöåññ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âñå ïîòîêè ñîáûòèé,
ïåðåâîäÿùèå ñèñòåìó èç ñîñòîÿíèÿ â ñîñòîÿíèå (ïîòîêè çàÿâîê, ïîòîêè "îáñëóæèâàíèé"),
áûëè ïðîñòåéøèìè. Åñëè ýòî ñâîéñòâî íàðóøàåòñÿ, òî ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå ïðîöåññà
îáñëóæèâàíèÿ ñòàíîâèòñÿ ãîðàçäî ñëîæíåå è äîâåñòè åãî äî ÿâíûõ, àíàëèòè÷åñêèõ
ôîðìóë óäàåòñÿ ëèøü â ðåäêèõ ñëó÷àÿõ. Îäíàêî àïïàðàò ìàðêîâñêîé òåîðèè ìàññîâîãî
îáñëóæèâàíèÿ ãîäåí äëÿ ïðèáëèæåííîãî îïèñàíèÿ ðàáîòû ÑÌÎ äàæå â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà
ïîòîêè ñîáûòèé � íå ïðîñòåéøèå. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ äëÿ ïðèíÿòèÿ ðàçóìíîãî ðåøåíèÿ
ïî îðãàíèçàöèè ðàáîòû ÑÌÎ âîâñå è íå òðåáóåòñÿ òî÷íîãî çíàíèÿ âñåõ åå õàðàêòåðèñòèê
� çà÷àñòóþ äîñòàòî÷íî çíàòü èõ ïðèáëèæåííî.

Ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ äåëÿòñÿ íà òèïû ïî ðÿäó ïðèçíàêîâ. Ïåðâîå äåëåíèå:
ÑÌÎ ñ îòêàçàìè è ÑÌÎ ñ î÷åðåäüþ. Â ÑÌÎ ñ îòêàçàìè çàÿâêà, ïîñòóïèâøàÿ â ìîìåíò,
êîãäà âñå êàíàëû çàíÿòû, ïîëó÷àåò îòêàç, ïîêèäàåò ÑÌÎ è â äàëüíåéøåì ïðîöåññå
îáñëóæèâàíèÿ íå ó÷àñòâóåò. Ïðèìåðû ÑÌÎ ñ îòêàçàìè âñòðå÷àþòñÿ â òåëåôîíèè: çàÿâêà
íà ðàçãîâîð, ïðèøåäøàÿ â ìîìåíò, êîãäà âñå êàíàëû ñâÿçè çàíÿòû, ïîëó÷àåò îòêàç
è ïîêèäàåò ÑÌÎ íåîáñëóæåííîé. Â ÑÌÎ ñ î÷åðåäüþ çàÿâêà, ïðèøåäøàÿ â ìîìåíò,
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êîãäà âñå êàíàëû çàíàòû, íå óõîäèò, à ñòàíîâèòñÿ â î÷åðåäü è îæèäàåò âîçìîæíîñòè
áûòü îáñëóæåííîé. Íà ïðàêòèêå ÷àùå âñòðå÷àþòñÿ ÑÌÎ ñ î÷åðåäüþ; òåîðèÿ ìàññîâîãî
îáñëóæèâàíèÿ èìååò âòîðîå íàçâàíèå: "òåîðèÿ î÷åðåäåé".

ÑÌÎ ñ î÷åðåäüþ ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà ðàçíûå âèäû, â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàê
îðãàíèçîâàíà î÷åðåäü � îãðàíè÷åíà îíà èëè íå îãðàíè÷åíà. Îãðàíè÷åíèÿ ìîãóò
êàñàòüñÿ êàê äëèíû î÷åðåäè, òàê è âðåìåíè îæèäàíèÿ (òàê íàçûâàåìûå "ÑÌÎ ñ
íåòåðïåëèâûìè çàÿâêàìè"). Ïðè àíàëèçå ÑÌÎ äîëæíà ó÷èòûâàòüñÿ òàêæå è "äèñöèïëèíà
îáñëóæèâàíèÿ� çàâêè ìîãóò îáñëóæèâàòüñÿ ëèáî â ñëó÷àéíîì ïîðÿäêå. Âñòðå÷àåòñÿ
òàê íàçûâàåìîå îáñëóæèâàíèå ñ ïðèîðèòåòîì � íåêîòîðûå çàÿâêè îáñëóæèâàþòñÿ âíå
î÷åðåäè. Ïðèîðèòåò ìîæåò áûòü àáñîëþòíûì � êîãäà çàÿâêà ñ áîëåå âûñîêèì ïðèîðèòåòîì
"âûòåñíÿåò"èç-ïîä îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêó ñ íèçøèì, òàê è îòíîñèòåëüíûì � êîãäà íà÷àòîå
îáñëóæèâàíèå äîâîäèòñÿ äî êîíöà, à çàÿâêà ñ áîëåå âûñîêèì ïðèîðèòåòîì èìååò ëèøü
ïðàâî íà ëó÷øåå ìåñòî â î÷åðåäè.

Ñóùåñòâóþò ÑÌÎ ñ òàê íàçûâàåìûì ìíîãîðàçîâûì îáñëóæèâàíèåì, ñîñòîÿùèì èç
íåñêîëüêèõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ýòàïîâ èëè "ôàç"(íàïðèìåð, ïîêóïàòåëü, ïðèøåäøèé â
ìàãàçèí, äîëæåí ñíà÷àëà âûáðàòü òîâàð, çàòåì îïëàòèòü åãî â êàññå, çàòåì ïîëó÷èòü íà
êîíòðîëå).

Êðîìå ýòèõ ïðèçíàêîâ, ÑÌÎ äåëÿòñÿ íà äâà êëàññà: "îòêðûòûå"è "çàìêíóòûå". Â
îòêðûòîé ÑÌÎ õàðàêòåðèñòèêè ïîòîêà çàÿâîê íå çàâèñÿò îò òîãî â êàêîì ñîñòîÿíèè
ñàìà ÑÌÎ (ñêîëüêî çàíÿòî êàíàëîâ). Â çàìêíóòîé ÑÌÎ � çàâèñÿò. Íàïðèìåð, åñëè
îäèí ðàáî÷èé îáñëóæèâàåò ãðóïïó ñòàíêîâ, âðåìÿ îò âðåìåíè òðåáóþùèõ íàëàäêè, òî
èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà "òðåáîâàíèé"ñî ñòîðîíû ñòàíêîâ çàâèñèò îò òîãî, ñêîëüêî èõ óæå
íåèñïðàâíî è æäåò íàëàäêè. Ýòî � ïðèìåð çàìêíóòîé ÑÌÎ. Êëàññèôèêàöèÿ ÑÌÎ äàëåêî
íå îãðàíè÷èâàåòñÿ èõ ðàçíîâèäíîñòÿìè, íî ìû îãðàíè÷èìñÿ äàííûìè ïðèìåðàìè.

Îïòèìèçàöèÿ ðàáîòû ÑÌÎ ìîæåò ïðîèçâîäèòüñÿ ïîä ðàçíûìè óãëàìè çðåíèÿ: ñ
òî÷êè çðåíèÿ îðãàíèçàòîðîâ (èëè âëàäåëüöåâ) ÑÌÎ èëè ñ òî÷êè çðåíèÿ îáñëóæèâàåìûõ
êëèåíòîâ. Ñ ïåðâîé òî÷êè çðåíèÿ æåëàòåëüíî "âûæàòü âñå, ÷òî âîçìîæíî"èç ÑÌÎ
è äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû åå êàíàëû áûëè ïðåäåëüíî çàãðóæåíû. Ñ òî÷êè çðåíèÿ
êëèåíòîâ æåëàòåëüíî âñåìåðíîå óìåíüøåíèå î÷åðåäåé, ïðèâîäÿùèõ ê òðàòå ñèë è
âðåìåíè è, â êîíå÷íîì èòîãå, ê ïîíèæåíèþ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè òðóäà. Ïðè ðåøåíèè
çàäà÷ îïòèìèçàöèè â òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ íåîáõîäèìî ïîëíîå è êîìïëåêñíîå
ðàññìîòðåíèå âñåõ ïîñëåäñòâèé êàæäîãî ðåøåíèÿ. Íàïðèìåð, ñ òî÷êè çðåíèÿ êëèåíòîâ
ÑÌÎ æåëàòåëüíî óâåëè÷åíèå ÷èñëà êàíàëîâ îáñëóæèâàíèÿ; íî âåäü ðàáîòó êàæäîãî
êàíàëà íàäî îïëà÷èâàòü, ÷òî óäîðîæàåò îáñëóæèâàíèå. Ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé
ìîäåëè ïîçâîëÿåò ðåøèòü îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó î ðàçóìíîì ÷èñëå êàíàëîâ ñ ó÷åòîì
âñåõ "çà"è "ïðîòèâ". Ïîýòîìó ìû íå âûäåëÿåì â çàäà÷àõ ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ
êàêîãî-ëèáî îäíîãî ïîêàçàòåëÿ ýôôåêòèâíîñòè, à ñðàçó ñòàâèì ýòè çàäà÷è êàê
ìíîãîêðèòåðèàëüíûå.

Ïðîñòåéøèå ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ è èõ õàðàêòåðèñòèêè.

Âñå ïîòîêè ñîáûòèé, ïåðåâîäÿùèå ÑÌÎ èç ñîñòîÿíèÿ â ñîñòîÿíèå, áóäåì ñ÷èòàòü
ïðîñòåéøèìè (íå îãîâàðèâàÿ ýòî êàæäûé ðàç ñïåöèàëüíî). Â èõ ÷èñëå áóäåò è òàê
íàçûâàåìûé "ïîòîê îáñëóæèâàíèé". Ïîä íèì ðàçóìååòñÿ ïîòîê çàÿâîê, îáñëóæèâàåìûõ
îäíèì íåïðåðûâíî çàíÿòûì êàíàëîì. Â ýòîì ïîòîêå èíòåðâàë ìåæäó ñîáûòèÿìè, êàê è
âñåãäà â ïðîñòåéøåì ïîòîêå, èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå (èíîãäà ãîâîðÿò: "âðåìÿ
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îáñëóæèâàíèÿ � ïîêàçàòåëüíîå").

Îäíîêàíàëüíàÿ ÑÌÎ ñ íåîãðàíè÷åííîé î÷åðåäüþ.

Íà ïðàêòèêå äîâîëüíî ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ îäíîêàíàëüíûå ÑÌÎ ñ î÷åðåäüþ (âðà÷,
îáñëóæèâàþùèé ïàöèåíòîâ; òåëåôîí-àâòîìàò ñ îäíîé áóäêîé; ÝÂÌ, âûïîëíÿþùèé çàêàçû
ïîëüçîâàòåëåé). Â òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ îäíîêàíàëüíûå ÑÌÎ ñ î÷åðåäüþ
òàêæå çàíèìàþò îñîáîå ìåñòî (èìåííî ê òàêèì îòíîñèòñÿ áîëüøèíñòâî ïîëó÷åííûõ äî
ñèõ ïîð àíàëèòè÷åñêèõ ôîðìóë äëÿ íåìàðêîâñêèõ ìîäåëåé ÑÌÎ). Ïîýòîìó ìû îïèøåì
îäíîêàíàëüíóþ ÑÌÎ ñ î÷åðåäüþ.

Ïóñòü èìååòñÿ îäíîêàíàëüíàÿ ÑÌÎ ñ î÷åðåäüþ, íà êîòîðóþ íå íàëîæåíî íèêàêèõ
îãðàíè÷åíèé (íè ïî äëèíå î÷åðåäè, íè ïî âðåìåíè îæèäàíèÿ). Íà ýòó ÑÌÎ ïîñòóïàåò
ïîòîê çàÿâîê ñ èíòåíñèâíîñòüþ λ; ïîòîê îáñëóæèâàþùèé èìååò èíòåíñèâíîñòü µ,
îáðàòíóþ ñðåäíåìó âðåìåíè îáñëóæèâàíèÿ çàÿâêè t̄ob.

S0

-
�

λ

µ
S1

-
�

λ

µ
S2

-
�

λ

µ
r r r -

�

λ

µ
Sk

-
�

λ

µ
r r r

Ðèñ. 0.1

Cîñòîÿíèÿ ñèñòåìû áóäåì íóìåðîâàòü ïî ÷èñëó çàÿâîê, íàõîäÿùèõñÿ â ÑÌÎ:
S0 � êàíàë ñâîáîäåí,
S1 � êàíàë çàíÿò, î÷åðåäè íåò,
S2 � êàíàë çàíÿò, îäíà çàÿâêà â î÷åðåäè,
. . . . . . . .
Sk � çàíÿò îäèí êàíàë, k − 1 çàÿâêà ñòîÿò â î÷åðåäè,
. . . . . . . .
Òåîðåòè÷åñêè ÷èñëî ñîñòîÿíèé íè÷åì íå îãðàíè÷åíî (áåñêîíå÷íî). Ãðàô ñîñòîÿíèé

èìååò âèä, ïîêàçàííûé íà ðèñ. 0.1. Ýòî � ñõåìà ïðîöåññà ãèáåëè è ðàçìíîæåíèÿ [1, 3],
íî ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé. Ïî âñåì ñòðåëêàì ïîòîê çàÿâîê ñ èíòåíñèâíîñòüþ
λ ïåðåâîäèò ñèñòåìó ñëåâà íàïðàâî, à ñïðàâà íàëåâî � ïîòîê îáñëóæèâàíèé ñ
èíòåíñèâíîñòüþ µ.

Ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè äëÿ òàêîé ÑÌÎ ñóùåñòâóþò íå âñåãäà, à òîëüêî êîãäà
ñèñòåìà íå ïåðåãðóæåíà. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ρ = λ/µ < 1, òî ñòàöèîíàðíûå
âåðîÿòíîñòè ñóùåñòâóþò, à ïðè ρ > 1 î÷åðåäü ïðè t −→ ∞ ðàñòåò íåîãðàíè÷åííî. Âûâîä
ôîðìóë ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé îäíîêàíàëüíîé ÑÌÎ ìîæíî íàéòè â [1, 3]:

p0 = 1− ρ, pk = ρkp0, k = 1,∞ (0.1.1)

îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû èìåþò âèä (äëÿ èõ âû÷èñëåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ
ôîðìóëû Ëèòòëà [1]):

ñðåäíåå ÷èñëî çàÿâîê â ñèñòåìå Lsys =
∞∑

k=1

kpk = ρ(1− ρ);
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ñðåäíåå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ Wsys =
ρ

λ(1− ρ)
.

Íàéäåì ñðåäíåå ÷èñëî çàÿâîê â î÷åðåäè Lord. áóäåì ðàññóæäàòü òàê: ÷èñëî çàÿâîê
â î÷åðåäè ðàâíî ÷èñëó çàÿâîê â ñèñòåìå ìèíóñ ÷èñëî çàÿâîê, íàõîäÿùèõñÿ ïîä
îáñëóæèâàíèåì. Çíà÷èò (ïî ïðàâèëó ñëîæåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé), ñðåäíåå ÷èñëî
çàÿâîê â î÷åðåäè Lord ðàâíî ñðåäíåìó ÷èñëó çàÿâîê â ñèñòåìå Lsys ìèíóñ ñðåäíåå
÷èñëî çàÿâîê ïîä îáñëóæèâàíèåì. ×èñëî çàÿâîê ïîä îáñëóæèâàíèåì ìîæåò áûòü ëèáî
íóëåì (åñëè êàíàë ñâîáîäåí), ëèáî åäèíèöåé (åñëè îí çàíÿò). Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
òàêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ðàâíî âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî êàíàë çàíÿò (îáîçíà÷èì åå Pb).
Î÷åâèäíî, Pb ðàâíî åäèíèöå ìèíóñ âåðîÿòíîñòü p0 òîãî, ÷òî êàíàë ñâîáîäåí:

Pb = 1− p0 = ρ.

Ñëåäîâàòåëüíî ñðåäíåå ÷èñëî çàÿâîê ïîä îáñëóæèâàíèåì ðàâíî ρ è îòñþäà

Lord = Lsys − ρ =
ρ2

1− ρ
.

Ïî ôîðìóëå Ëèòòëà ñðåäíåå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ çàÿâêè â î÷åðåäè:

Word =
ρ2

λ(1− ρ)
.

n-êàíàëüíàÿ ÑÌÎ ñ íåîãðàíè÷åííîé î÷åðåäüþ.

Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé çàäà÷å ðåøàåòñÿ çàäà÷à îá n-êàíàëüíîé ÑÌÎ ñ
íåîãðàíè÷åííîé î÷åðåäüþ. Íóìåðàöèÿ ñîñòîÿíèé � ïî ÷èñëó çàÿâîê, íàõîäÿùèõñÿ â
ñèñòåìå:

S0 � â ÑÌÎ çàÿâîê íåò (âñå êàíàëû ñâîáîäíû),
S1 � çàíÿò îäèí êàíàë, îñòàëüíûå ñâîáîäíû,
. . . . . . . .
Sn � çàíÿòû âñå n êàíàëîâ (î÷åðåäè íåò),
. . . . . . . .
Sn+k � çàíÿòû âñå n êàíàëîâ, k çàÿâîê ñòîèò â î÷åðåäè.
Ãðàô ñîñòîÿíèé ïîêàçàí íà ðèñ. 0.2.

S0

-
�

λ

µ
S1

-
�

λ

2µ
r r r -

�

λ

nµ
Sn

-
�

λ

nµ
r r r -

�

λ

nµ
Sn+r

-
�

λ

nµ
r r r

Ðèñ. 0.2

åñòü ñõåìà ãèáåëè è ðàçìíîæåíèÿ ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé. Óñëîâèå
ñóùåñòâîâàíèÿ ôèíàëüíûõ âåðîÿòíîñòåé òàêæå àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåé çàäà÷å: ρ/n < 1.
Åñëè ρ/n > 1, î÷åðåäü ðàñòåò äî áåñêîå÷íîñòè.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâèå ρ/n < 1 âûïîëíåíî, è ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè
ñóùåñòâóþò. Ïðèìåíÿÿ èçâåñòíûå ôîðìóëû äëÿ ñõåìû ãèáåëè è ðàçìíîæåíèÿ [1] ,
çàïèøåì ýòè ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè.

p0 =

(
1 +

ρ

1!
+

ρ2

2!
+ ... +

ρn

n!
+

ρn+1

n!(n− ρ)

)−1

,

p1 =
ρ

1!
p0, ..., pk =

ρk

k!
p0, ..., pn =

ρn

n!
p0,

pn+1 =
ρn+1

n · n!
p0, ..., pn+r =

ρn+r

nrn!
p0, ...


(0.1.2)

Íàéäåì õàðàêòåðèñòèêè ýôôåêòèâíîñòè ÑÌÎ. Ëåãêî íàõîäèòñÿ ñðåäíåå ÷èñëî çàíÿòûõ
êàíàëîâ k̄ = λ/µρ (ýòî âîîáùå ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîé ÑÌÎ ñ íåîãðàíè÷åííîé î÷åðåäüþ).
Íàéäåì ñðåäíåå ÷èñëî çàÿâîê â ñèñòåìå Lsys è ñðåäíåå ÷èñëî çàÿâîê â î÷åðåäè Lord. Èç

íèõ ëåã÷å íàéòè âòîðîå, ïî ôîðìóëå Lord =
∞∑

r=1

rpn+r; è â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

Lord =
ρn+1p0

n · n!(1− ρ/n)2
.

Ïðèáàâëÿÿ ê íåìó ñðåäíåå ÷èñëî çàÿâîê ïîä îáñëóæèâàíèåì (îíî æå � ñðåäíåå ÷èñëî
çàíÿòûõ êàíàëîâ) k̄ = ρ, ïîëó÷èì:

Lsys = Lord + ρ.

Äåëÿ âûðàæåíèÿ äëÿ Lord è Lsys íà λ, ïî ôîðìóëå Ëèòòëà ïîëó÷èì ñðåäíèå âðåìåíà
ïðåáûâàíèÿ çàÿâêè â î÷åðåäè è â ñèñòåìå:

Word =
1

λ
Lord, Wsys =

1

λ
Lsys.
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Ãëàâà 1

Ýëåìåíòû òåîðèè.

� 1.1. Ìàðêîâñêèå ïðîöåññû ñî ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé.

1.1.1. Ïåðâàÿ è âòîðàÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Êîëìîãîðîâà.

Ïóñòü ξ(t), t ∈ [0,∞), � îäíîðîäíûé âî âðåìåíè ìàðêîâñêèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñî
ñ÷åòíûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé N = {0, 1, 2, ...} [9]. Îáîçíà÷èì ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè

Pij(t) = P{ξ(t) = j|ξ(0) = i}, i, j ∈ N

Ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

Pij(t) ≥ 0

ïðè âñåõ i, j ∈ N, t ∈ [0,∞) (óñëîâèå íåîòðèöàòåëüíîñòè);

∞∑
j=0

Pij(t) = 1

ïðè ëþáîì i ∈ N, t ∈ [0,∞) (óñëîâèå íîðìèðîâàííîñòè);

Pij(t) =
∞∑

k=0

Pik(u)Pkj(t− u)

äëÿ âñåõ i, j ∈ N è 0 ≤ u ≤ t, u, t ∈ [0,∞) (ìàðêîâñêîå ñâîéñòâî);

Pii(0) = 1, Pij(0) = 0 ïðè i 6= j

(íà÷àëüíîå óñëîâèå).
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðîöåññ ξ(t) ñòîõàñòè÷åñêè íåïðåðûâåí, ò.å. âûïîëíåíû óñëîâèÿ

lim
t→0+

Pii(t) = 1, lim
t→0+

Pij(t) = 0, i 6= j.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû òåîðèè îäíîðîäíûõ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ ñî ñ÷åòíûì ÷èñëîì
ñîñòîÿíèé ñîñòîÿò â ñëåäóþùåì.

Âñåãäà ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå èëè áåñêîíå÷íûå ïðåäåëû

aii = lim
t→0+

Pii(t)− 1

t
, aij = lim

t→0+

Pij(t)

t
.
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Ýòè ïðåäåëû íàçûâàþòñÿ èíòåíñèâíîñòÿìè ïåðåõîäîâ âåðîÿòíîñòåé
(èíôèíèòåçèìàëüíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè) è äàëåå çàïèñûâàþòñÿ êàê

aij =
dPij(t)

dt
, i, j ∈ N.

Åñëè i 6= j, òî aij êîíå÷íî; aii � ëèáî êîíå÷íî, ëèáî aii = −∞; âî âñåõ ñëó÷àÿõ
∑
j 6=i

aij ≤

−aii.
Ñ ïîìîùüþ âåëè÷èí aij ïðîèçâîäèòñÿ êëàññèôèêàöèÿ ñîñòîÿíèé ïðîöåññà. Ñîñòîÿíèå

i íàçûâàåòñÿ ìãíîâåííûì, åñëè aii = −∞ . Ñîñòîÿíèå, íå ÿâëÿþùååñÿ ìãíîâåííûì,
íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè

∑
j 6=i

aij = −aii. ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòî ñîñòîÿíèå íàçûâàåòñÿ

íåðåãóëÿðíûì. Åñëè âñå ñîñòîÿíèÿ ïðîöåññà ðåãóëÿðíû, òî ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè Pij(t)
óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé

dPij(t)

dt
=

∞∑
k=0

aikPkj(t), i ∈ N, (1.1.1)

íîñÿùåé íàçâàíèå ïåðâîé (îáðàòíîé) ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
Êîëìîãîðîâà.

Ïóñòü âñå ñîñòîÿíèÿ ïðîöåññà ðåãóëÿðíû, è ïðè çàäàííîì i

∞∑
k=0

Pik(t)akk > −∞.

Òîãäà ïðè çàäàííîì i äëÿ âñåõ j âûïîëíåíà âòîðàÿ (ïðÿìàÿ) ñèñòåìà
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Êîëìîãîðîâà äëÿ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé Pij(t),

dPij(t)

dt
=

∞∑
k=0

Pik(t)akj, i ∈ N, (1.1.2)

Ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.1.1) è (1.1.2) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè.
Âåðîÿòíîñòíûé ñìûñë èíôèíèòåçèìàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê {aij, i, j ∈ N}

ñëåäóþùèé. Â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè i ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ξ(t) ïðåáûâàåò ñëó÷àéíîå âðåìÿ
τi, ñ ðàñïðåäåëåíèåì

P{τi < t} = 1− eaiit.

Åñëè aii = 0, òî ïðîöåññ íå âûõîäèò èç ñîñòîÿíèÿ i (òàêîå ñîñòîÿíèå íàçûâàåòñÿ
ïîãëîùàþùèì). Åñëè aii < 0, òî â ìîìåíò τi ñ ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé{

pi
j = −aij

aii

, j 6= i; pi
i = 0

}
(1.1.3)

ïðîöåññ ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå j; â ñîñòîÿíèè j ïðîöåññ íàõîäèòñÿ ñëó÷àéíîå âðåìÿ τj,
äàëåå àíàëîãè÷íàÿ ýâîëþöèÿ.
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1.1.2. Ìíîãîìåðíûå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè.

Îáîçíà÷èì

Nn = {α = (α1, α2, ..., αn), αi = 0, 1, 2, ..., i = 1, 2, ..., n}

� ìíîæåñòâî âñåõ n-ìåðíûõ âåêòîðîâ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè öåëî÷èñëåííûìè
êîìïîíåíòàìè. Äàëåå äëÿ âåêòîðîâ α, β, γ ∈ Nn ïðèíÿòû îáîçíà÷åíèÿ : γ = α − β,
åñëè γ1 = α1 − β1, ...γn = αn − βn : α ≥ β, åñëè α1 ≥ β1, ..., αn ≥ βn è ò. ï.; |α| = α1 + αn

Îáîçíà÷èì gα çíà÷åíèå â òî÷êå α ÷èñëîâîé ôóíêöèè, îïðåäåëåííîé íà Nn.
Ìíîãîìåðíîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé F (s1, ..., sn), ñîîòâåòñòâóþùåé gα, íàçûâàþòñÿ
ñóììà ðÿäà

F (s1, ..., sn) =
∑

α∈Nn

gαsα1
1 ...sαn

n . (1.1.4)

Ýêñïîíåíöèàëüíîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé G(z1, ..., zn), ñîîòâåòñòâóþùåé {gα},
íàçûâàåòñÿ ñóììà ðÿäà

G(z1, ..., zn) =
∑

α∈Nn

zα1
1 ...zαn

n

α1!...αn!
gα. (1.1.5)

Äàëåå ïðèìåíÿåòñÿ ñîêðàùåííàÿ çàïèñü s = (s1, ..., sn), sα = sα1
1 ...sαn

n , z =
(z1, ..., zn), zα = zα1

1 ...zαn
n , α! = α1!...αn! , à ñóììèðîâàíèå

∑
α∈Nn îáîçíà÷àåòñÿ

∑
α.

Òîãäà (1.1.4) è (1.1.5) çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:

F (s) =
∑

α

gαsα; G(z) =
∑

α

zα

α!
gα

Äëÿ âåêòîðà s = (s1, ..., sn) óïîòðåáëÿåòñÿ îáîçíà÷åíèå 0, åñëè âñå åãî êîìïîíåíòû
ðàâíû íóëþ, è îáîçíà÷åíèå 1 , åñëè âñå åãî êîìïîíåíòû ðàâíû åäèíèöå. ×åðåç |s|
îáîçíà÷àåì âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè |si|. Àíàëîãè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ è äëÿ z = (z1, ..., zn).

Ïóñòü α, β ∈ Nn, F (s) � ìíîãîìåðíàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ. Ââîäèì îáîçíà÷åíèÿ:

∂αF (s)

∂sα
=

∂|α|F (s)

∂sα1
1 ...∂sαn

n

;

α[β] = α
[β1]
1 ...α

[βn]
n , ãäå α

[βi]
i = αi(αi − 1)...(αi − βi + 1), i = 1, ..., n.

Åñëè F (s) åñòü ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ {gα}, òî ∂βF (s)
∂sβ åñòü ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ

äëÿ {α[β]gα, α ∈ Nn}.
Ïóñòü ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè F (s), G(z) èìåþò íåêîòîðûå îáëàñòè ñõîäèìîñòè. Òîãäà

ìåæäó {gα} è F (s), G(z) óñòàíàâëèâàåòñÿ âçàèìíîîäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå,

gα =
1

α!

∂αF (0)

∂sα
, gα =

∂αG(0)

∂zα
.

Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé, åñëè gα ≥ 0 ïðè α ∈ Nn.
Ïîëîæèòåëüíàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ F (s) íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé, åñëè F (1) = 1

Âåðîÿòíîñòíàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ F (s) ñîîòâåòñòâóåò n-ìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ
âåðîÿòíîñòåé {gα} íà Nn. Ìîæíî ñîîòíîñèòü âåðîÿòíîñòíóþ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ íå
ê ðàñïðåäåëåíèþ {gα}, à ê êàêîìó-ëèáî ñëó÷àéíîìó âåêòîðó ξ = (ξ1, ..., ξn)T , èìåþùåìó
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{gα} ñâîèì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé. Ñ ïîìîùüþ âåêòîðà ξ äàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîå
îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòíîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè,

Fξ(s) = Msξ.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå Mξ[β] íàçûâàåòñÿ ôàêòîðèàëüíûì ìîìåíòîì ïîðÿäêà |β| =
β1 + ... + βn. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

Mξ[β] =
∂βFξ(1)

∂sβ
, (1.1.6)

ãäå ïðîèçâîäíàÿ â òî÷êå s = 1 ïîíèìàåòñÿ êàê ïðîèçâîäíàÿ ñëåâà ïî âñåì êîîðäèíàòàì si,
i = 1, ..., n. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé êîìïîíåíò ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ
èìååì

Mξi =
∂Fξ(1)

∂si

, i = 1, ..., n. (1.1.7)

Ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâîì

Dξi(ξi − 1) = Mξi(ξi − 1) + Mξi − (Mξi)
2,

ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ äèñïåðñèè

Dξi(ξi − 1) =
∂2Fξ(1)

∂s2
i

+
∂Fξ(1)

∂si

−
(

∂Fξ(1)

∂si

)2

, i = 1, ..., n. (1.1.8)

Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ. Åñëè ξ, η �
íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåêòîðû, òî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ èõ ñóììû ξ + η ðàâíà
ïðîèçâåäåíèþ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé ñëàãàåìûõ, ò.å.

Fξ+η(s) = Fξ(s)Fη(s). (1.1.9)

Åñëè ξ(1), ..., ξ(i) � i íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ, òî

Fξ(1)+...+ξ(i)(s) = F i
ξ(1)(s). (1.1.10)

1.1.3. Ìàðêîâñêèå ïðîöåññû ñ âçàèìîäåéñòâèåì.

Ìíîæåñòâî ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ ñîñòàâëÿþò îäíîðîäíûå âî âðåìåíè ìàðêîâñêèå
ïðîöåññû ξ(t) = (ξ1(t), ξ2(t), ..., ξn(t)), t ∈ [0,∞), íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå Nn âñåõ n
- ìåðíûõ âåêòîðîâ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè öåëî÷èñëåííûìè êîìïîíåíòàìè. Îáîçíà÷èì

Pαβ(t) = P{ξ(t) = β|ξ(0) = α}, α, β ∈ Nn

� ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè è

aαβ =
dPαβ(t)

dt

∣∣∣∣
t=0+

� ïëîòíîñòè ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ, ïðè
êîòîðûõ ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè óäîâëåòâîðÿþò ïåðâîé (îáðàòíîé)
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dPαβ(t)

dt
=
∑

γ

aαγPγβ(t), α ∈ Nn, (1.1.11)

è âòîðîé (ïðÿìîé)

dPαβ(t)

dt
=
∑

γ

Pαγ(t)aγβ, β ∈ Nn, (1.1.12)

ñèñòåìàì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Êîëìîãîðîâà; íà÷àëüíûå óñëîâèÿ
Pαα(0) = 1, Pαβ(0) = 0 ïðè β 6= α.

Ìíîæåñòâî ïðîöåññîâ M1. Ïóñòü ôèêñèðîâàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ

A = {ξi = (ξi
1, ..., ξ

i
n) ∈ Nn, i = 1, ..., l}.

Êàæäîìó âåêòîðó ξi ∈ A ñîïîñòàâèì ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íà Nn:

{pi
β ≥ 0,

∑
β

pi
β = 1, pi

ξi = 0}. (1.1.13)

Äàíû òàêæå íàáîðû ÷èñåë (i = 1, ..., l):
{ϕi

α ≥ 0, α ∈ Nn; ϕi
α = 0, åñëè ïðè íåêîòîðîì k αk < ξi

k}
Äëÿ ïðîöåññà èç ìíîæåñòâà M1 ïîëàãàåì

aαβ =
l∑

i=1

ϕi
αpi

β−α+ξi , α 6= β, aαβ = −
l∑

i=1

ϕα, α, β ∈ Nn (1.1.14)

Òàêèì îáðàçîì, èíôèíèòåçèìàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññà èç ìíîæåñòâà M1

îïðåäåëÿþòñÿ íàáîðîì ξ1, {p1
β}, {ϕ1

α}, ..., ξl, {pl
β}, {ϕl

α}.
Äëÿ ïðîöåññîâ èç M1 âòîðóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé (1.1.12) çàïèñûâàþò â êîìïàêòíîì

âèäå, èñïîëüçóÿ ìíîãîìåðíûå ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè

Fα(t; s) =
∑

β

Pαβ(t)sβ; hi(s) =
∑

β

pi
βsβ, i = 1, ..., l; |s| ≤ 1.

∂Fα(t; s)

∂t
=

l∑
i=1

(hi(s)− sξi)DiFα(t; s), (1.1.15)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì Fα(0; s) = sα, ãäå Di � îïåðàòîð Ãåëüôîíäà-Ëåîíòüåâà îáîáùåííîé
ïðîèçâîäíîé, îïðåäåëåííûé íà àíàëèòè÷åñèõ â îêðåñòíîñòÿõ íóëÿ ôóíêöèÿõ,

Di

(∑
β

aβsβ

)
=
∑
β≥ξi

aβϕi
βsβ−ξi

.

Îòìåòèì, ÷òî ìàðêîâñêèå ïðîöåññû ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé ïðèíàäëåæàò
ìíîæåñòâó M1.

Èíòåðïðåòàöèÿ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ ñî âçàèìîäåéñòâèåì.
Ôèçè÷åñêàÿ òðàêòîâêà ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà ξ(t) èç ìíîæåñòâà M1 ñëåäóþùàÿ.

Ñîáûòèå {ξ(t) = α} ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê òàêîå ñîñòîÿíèå íåêîòîðîé ôèçè÷åñêîé
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ñèñòåìû, â êîòîðîì â ìîìåíò âðåìåíè t èìååòñÿ ñîâîêóïíîñòü Sα ÷àñòèö, ñîñòîÿùàÿ èç α1

÷àñòèö òèïà T1, α2 ÷àñòèö òèïà T2, ..., αn ÷àñòèö òèïà Tn:

Sα = α1T1 + α2T2 + ... + αnTn.

Çàäàäèì l êîìïëåêñîâ âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö Sεi , ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðàì εi ∈ A.
×åðåç ñëó÷àéíîå âðåìÿ τ i

α,

P{τ i
α < t} = 1− e−ϕi

αt

ìîæåò ïðîèçîéòè âçàèìîäåéñòâèÿ êîìïëåêñà ÷àñòèö Sεi . Â ýòîò ìîìåíò èç α1 ÷àñòèö
òèïà T1 âûáèðàåòñÿ εi

1 ÷àñòèö Sεi ñ ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé {pi
β} çàìåíÿåòñÿ

ñîâîêóïíîñòüþ Sβ íîâûõ ÷àñòèö. Ñèñòåìà èç ñîñòîÿíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåìó âåêòîðó α,
ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå âåêòîðó α− εi + β.

Âîçìîæíûå âçàèìîäåéñòâèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñëåäóþùåé ñõåìîé:
ε1
1T1 + ε1

2T2 + ... + ε1
nTn −→ β1

1T1 + β1
2T2 + ... + β1

nTn;
...
εi
1T1 + εi

2T2 + ... + εi
nTn −→ βi

1T1 + βi
2T2 + ... + βi

nTn;
...
εl
1T1 + εl

2T2 + ... + εl
nTn −→ βl

1T1 + βl
2T2 + ... + βl

nTn;

ãäå âåêòîð (βi
1, β

i
2, ..., β

i
n) èìååò ðàñïðåäåëåíèå (1.1.8), i = 1, ..., l.

Â ñîñòîÿíèè Sα ñèñòåìà íàõîäèòñÿ ñëó÷àéíîå âðåìÿ τα, ïîêà íå ïðîèçîéäåò êàêîå-ëèáî
èç l âçàèìîäåéñòâèé, ò.å. τα = min(τ 1

α, ..., τ l
α). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

τ 1
α, ..., τ l

α íåçàâèñèìû. Òîãäà

P{τ i
α < t} = 1− e−(ϕ1

α+...+ϕl
α)t,

è âåðîÿòíîñòü, ÷òî ïðîèçîøëî âçàèìîäåéñòâèå i-ãî êîìïëåêñà, ïðè óñëîâèè, ÷òî

âçàèìîäéñòâèå ïðîèçîøëî, ðàâíà ϕi
α(

l∑
i=1

ϕi
α)−1.

Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ òàêîé ñèñòåìû âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö ìîæíî
ïîñòðîèòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, ñîñòîÿùåå èç îïèñàíèÿ ýâîëþöèé êàæäîé
îòäåëüíîé ÷àñòèöû, ñóùåñòâîâàâøåé â ñèñòåìå (ïðîñòðàíñòâî òðàåêòîðèé ÷àñòèö), è
ñîîòâåòñâóþùóþ âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó íà òàêîì ïðîñòðàíñòâå (ìåðó íà òðàåêòîðèÿõ
÷àñòèö).

1.1.4. Âåòâÿùèåñÿ ïðîöåññû ñ âçàèìîäåéñòâèåì.

Ñïåöèàëüíûé êëàññ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ B2 âûäåëÿþò èç ìíîæåñòâà M1

äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè íà âûáîðû {ϕ1
α}, ..., {ϕ1

α}. Çàäàíû ìíîæåñòâî êîìïëåêñîâ
âçàèìîäåéñòâèÿ A = {εi = (εi

1, ..., ε
i
n) ∈ Nn, i = 1, ..., l} è ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé

{pi
β}, i = 1, ..., l. Ïóñòü ïðîöåññ íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè α = (α1, ..., αn). Ïðåäïîëàãàåì,

÷òî çà âðåìÿ 4t → 0 âåðîÿòíîñòü ϕi
α4t + o(4t) âçàèìîäåéñòâèÿ êîìïëåêñà ÷àñòèö Sξi ,

ïðîïîðöèîíàëüíà ÷èñëó C
εi
1

α1 ñî÷åòàíèé εi
1 ÷àñòèö òèïà T1 èç èìåþùèõñÿ α1 ÷àñòèö òèïà

T1, ..., Tn ïðîïîðöèîíàëüíà ÷èñëó C
εi
n

αn ñî÷åòàíèé εi
n ÷àñòèö òèïà Tn èç èìåþùèõñÿ αn ÷àñòèö

òèïà Tn. Òàêèì îáðàçîì,
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ϕi
α = λi

n∏
j=1

αj(αj − 1)...(αj − εi
j + 1) = λiα

[εi], α ∈ Nn,

ãäå λi > 0 � êîýôôèöèåíòû ïðîïîðöèîíàëüíîñòè (i = 1, ..., n). Èíôèíèòåçèìàëüíûå
õàðàêòåðèñòèêè {aαβ, α, β ∈ Nn} ïðîöåññà èç êëàññà B2 îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè
(1.1.14).

Âûäåëåíèå ñïåöèàëüíîãî êëàññà ïðîöåññîâ B2 îïðàâäûâàåòñÿ ñ äâóõ òî÷åê çðåíèÿ. Ñ
îäíîé ñòîðîíû, òàêîé êëàññ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ íà Nn îïèñûâàåò ðåàëüíûå ÿâëåíèÿ
â ôèçèêå, õèìèè, ýêîëîãèè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îïåðàòîð îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé
â óðàâíåíèè (1.2.15) ñîâïàäàåò ñ îáû÷íîé ïðîèçâîäíîé, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü
ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò ïðîèçâîäÿùèõ è ýêñïîíåíöèàëüíûõ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 1.1.1. Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé Fα(t; s) âåòâÿùåãîñÿ
ïðîöåññà ñ âçàèìîäåéñòâèåì ïðè ëþáîì α óäîâëåòâîðÿåò ïðè |s| ≤ 1 ëèíåéíîìó
äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

∂Fα(t; s)

∂t
=

l∑
i=1

λi(hi(s)− sεi)
∂εi

Fα(t; s)

∂sεi , (1.1.16)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì Fα(0; s) = sα.
Ââåäåì ýêñïîíåíöèàëüíóþ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé

Gβ(t; z) =
∑

α

zα

α!
Pαβ(t) (1.1.17)

è ëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

h

(
∂

∂z

)
=
∑

γ

pi
γ

∂γ

∂zγ
, i = 1, ..., l.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ëþáîì β, Gβ(t; z) � ôóíêöèÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ïî ïåðåìåííûì z1, ..., zn,
òàê êàê

Gβ(t; z) ≤
∑

α

|z1|α1 ...|zn|αn

α1!...αn!
Pαβ(t) ≤ e|z1|+...+|zn| (1.1.18)

Òåîðåìà 1.1.2. Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé
Gβ(t; z) âåòâÿùåãîñÿ ïðîöåññà ñ âçàèìîäåéñòâèåì ïðè ëþáîì β óäîâëåòâîðÿþò ëèíåéíîìó
äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

∂Gβ(t; z)

∂t
=

l∑
i=1

λiz
εi

(
hi

(
∂

∂z

)
− ∂εi

∂zεi

)
Gβ(t; z) (1.1.19)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì Gβ(0; z) = zβ

β!

Ââåäåì äâîéíóþ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé

F(t; z; s) =
∑

α

zα

α!
Fα(t; s) =

∑
α,β

zα

α!
Pαβsβ =

∑
α

Gβ(t; z)sβ.
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Ñëåäñòâèå. Äâîéíàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ F(t; z; s) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì
(|s| ≤ 1):

∂F
∂t

=
l∑

i=1

λi(hi(s)− sεi)
∂εiF
∂sεi , F(0; z; s) = ezs; (1.1.20)

∂F
∂t

=
l∑

i=1

λiz
εi

(
hi

(
∂

∂z

)
− ∂εi

∂zεi

)
F , F(0; z; s) = ezs. (1.1.21)

Ñòàöèîíàðíûå óðàâíåíèÿ äëÿ ïðåäåëüíûõ âåðîÿòíîñòåé.
Ïóñòü Pαβ(t), α, β ∈ Nn, � ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà ñî ñ÷åòíûì

÷èñëîì ñîñòîÿíèé. Â îáùåé òåîðèè ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóþò
ïðåäåëû

qαβ = lim
t→∞

Pαβ(t), α, β ∈ Nn. (1.1.22)

qαβ íàçûâàþò ïðåäåëüíûìè âåðîÿòíîñòÿìè. Ïðåäåëüíûå âåðîÿòíîñòè íå îáÿçàòåëüíî
ñîñòàâëÿþò ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé,

∑
β qαβ ≤ 1.

Ââåäåì ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè ïðåäåëüíûõ âåðîÿòíîñòåé

fα(s) =
∑

β

qαβsβ, gβ(z) =
∑

α

zα

α!
qαβ, α, β ∈ Nn.

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ fα(s) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé â îáëàñòè |s| < 1, ôóíêöèÿ gβ(z)
� àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ z1, ..., zn.

Ïóñòü âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ ξ(t) çàäàí êîìïëåêñàìè âçàèìîäåéñòâèÿ ε1, ..., εn è
ðàñïðåäåëåíèÿìè (1.2.13). Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðåäåëîâ (1.1.22) èñïîëüçóþòñÿ ñòàöèîíàðíûå
óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà.

Òåîðåìà 1.1.3. Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ïðåäåëüíûõ âåðîÿòíîñòåé fα(s) âåòâÿùåãîñÿ
ïðîöåññà ñ âçàèìîäåéñòâèåì ïðè ëþáîì α óäîâëåòâîðÿåò ïðè |s| ≤ 1 ëèíåéíîìó
äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

l∑
i=1

λi(hi(s)− sεi)
∂εi

fα(s)

∂sεi = 0 (1.1.23)

Òåîðåìà 1.1.4. Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ïðåäåëüíûõ âåðîÿòíîñòåé
gβ(z) âåòâÿùåãîñÿ ïðîöåññà ñ âçàèìîäåéñòâèåì ïðè ëþáîì β óäîâëåòâîðÿåò ëèíåéíîìó
äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

l∑
i=1

λiz
εi

(
hi

(
∂

∂z

)
− ∂εi

∂zεi

)
gβ(z) = 0. (1.1.24)

Ïðåäåëüíîå ïîâåäåíèå âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ ñ âçàèìîäåéñòâèåì ðàññìàòðèâàåòñÿ â
ðàçíîîáðàçíûõ êîíêðåòíûõ ñèòóàöèÿõ. Ôèçè÷åñêèå, õèìè÷åñêèå, áèîëîãè÷åñêèå ñèñòåìû
âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö ìîãóò âîéòè ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ëèáî â ñòàöèîíàðíîå
ñîñòîÿíèå, ëèáî âûðîäèòüñÿ, ò.å. ïðèéòè â òàêîå (ïîãëîùàþùåå) ñîñòîÿíèå, êîãäà
äàëüíåéøåå âçàèìîäåéñòâèå íåâîçìîæíî, è ñèñòåìà íàâñåãäà îñòàåòñÿ â òàêîì ñîñòîÿíèè.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ðåøàåòñÿ âòîðîå óðàâíåíèå
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(1.1.23), äëÿ íàõîæäåíèÿ âåðîÿòíîñòåé âûðîæäåíèÿ (ôèíàëüíûõ âåðîÿòíîñòåé) ðåøàåòñÿ
ñòàöèîíàðíîå ïåðâîå óðàâíåíèå (1.1.24).

1.1.5. Âåòâÿùèåñÿ ïðîöåññû.

Ñïåöèàëüíûé êëàññ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ B1 âûäåëÿåòñÿ èç êëàññà B2 óñëîâèÿìè íà
÷èñëî ÷àñòèö, âõîäÿùèõ â êîìïëåêñû âçàèìîäåéñòâèÿ: |εi| ≤ 1, i = 1, ..., l. Ïóñòü äëÿ
îïðåäåëåííîñòè,

A = {ε1 = (1, 0, ..., 0), ε2 = (0, 1, 0, ..., 0), ..., εn = (0, ..., 0, 1)}.

Òîãäà

ϕi
α = λiαi, α ∈ Nn, i = 1, ..., n,

è âòîðàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (1.1.12) ðàâíîñèëüíà óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
ïåðâîãî ïîðÿäêà

∂Fα(t; s)

∂t
=

n∑
i=1

λi(hi(s)− si)
∂Fα(t; s)

∂si

, Fα(0; s) = sα. (1.1.25)

Ðåøåíèå ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà (1.1.25) îáëàäàåò
ñâîéñòâîì âåòâëåíèÿ:

Fα(t; s) = Fα1

ε1 (t; s)Fα2

ε2 (t; s)...Fαn
εn (t; s).

Ñâîéñòâî âåòâëåíèÿ � îñíîâíîå ñâîéñòâî, âûäåëÿþùåå èç ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ
âåòâÿùèåñÿ ïðîöåññû � ñîñòîèò â òîì, ÷òî ÷àñòèöû, ñóùåñòâóþùèå â ìîìåíò âðåìåíè t, â
ëþáîé ìîìåíò t + t1,t1 > 0, ýâîëþöèîíèðóþò è äàþò ïîòîìñòâî íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà.
Èç ñâîéñòâà âåòâëåíèÿ è óðàâíåíèÿ (1.1.21) ñëåäóåò ñèñòåìà íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ îäíî÷àñòè÷íûõ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé

∂Fεi(t; s)

∂t
= λi (hi (Fε1(t; s), Fε2(t; s), ..., Fεn(t; s))− Fεi(t; s)) , i = 1, ..., n, (1.1.26)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè Fε1(0; s) = s1, ..., Fεn(0; s) = sn.

1.1.6. Ìîäåëèðîâàíèå íà ÝÂÌ ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî.

Ðåàëèçàöèè ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà ξ(t) = (ξ1(t), ..., ξn(t)) ñòðîÿòñÿ ìåòîäîì Ìîíòå-
Êàðëî [11]. Àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ ñëåäóþùèé.

Ââîäÿòñÿ èñõîäíûå äàííûå: [0, T ] � âðåìÿ ìîäåëèðîâàíèÿ; α = (α1, ..., αn) �
íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå;ε1, ..., εl � êîìïëåêñû âçàèìîäåéñòâèÿ; {p1

γ}, ..., {pl
γ} � ðàñïðåäåëåíèå

âåðîÿòíîñòåé íà Nn; λ1, ..., λl � íàáîð ÷èñåë.
Èñïîëüçóþòñÿ ïåðåìåííûå: m � íîìåð èòåðàöèè àëãîðèòì; t(m) � m-é ìîìåíò âðåìåíè

èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà; β(m) = (β
(m)
1 , ..., β

(m)
n ) � ñîñòîÿíèå ïðîöåññà íà

m-é èòåðàöèè; τ = (τ1, ..., τl) � âåêòîð ñëó÷àéíûõ âðåìåí, τmin � ìèíèìàëüíàÿ êîîðäèíàòà
âåêòîðà τ ;γ = (γ1, ..., γl) � âåêòîð ñêà÷êà, êîîðäèíàòû êîòîðîãî âû÷èñëÿþòñÿ íà m-é
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èòåðàöèè; r = random[0, 1] � ãåíåðàòîð ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ
íà îòðåçêå [0, 1].

1.Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ: m = 0, t(0) = 0, β(0) = α.
2.Ðåàëèçàöèÿ âåêòîðà τ . Öèêë ïî i = 1, ..., l.
2.1. Åñëè β

(m)
k < εi

k ïðè íåêîòîðîì k, k = 1, ..., n, òî τ i = ∞. Èíà÷å r = random[0, 1],
âû÷èñëèòü ϕi

β(m) ïî ôîðìóëå (1.2.16) è ïðèñâîèòü çíà÷åíèå τi = −(1/ϕi
β(m)) ln(1− r).

3. Îïðåäåëèòü τmin = min(τ1, ..., τl). Ïóñòü τmin = τ i. Åñëè τmin = ∞, òî êîíåö àëãîðèòìà.
4. Çàäàòü r = random[0, 1]. Ñ ïîìîùüþ r ðåàëèçîâàòü ñëó÷àéíûé âåêòîð γ ñ

ðàñïðåäåëåíèåì {pi
γ}.

5. Ïðèñâîèòü çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûì: t(m+1) = t(m) + τmin, β(m+1) = β(m) − εi + γ.
6. Åñëè t(m+1) < T , òî m := m + 1 è ïåðåõîä ê ï.2. Èíà÷å êîíåö àëãîðèòìà.
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� 1.2. Ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

1.2.1. Îïðåäåëåíèÿ è îñíîâíûå ñâîéñòâà ðåøåíèé.

Íîðìàëüíîé ñèñòåìîé ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ)
íàçûâàþò ñèñòåìó ÎÄÓ âèäà [4]

dxi

dt
=

n∑
j=1

aij(t)xj + gi(t), i = 1, n, (1.2.1)

ãäå xi(t) � íåèçâåñòíûå ôóíêöèè, ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ; aij(t) è gi(t) � èçâåñòíûå
ôóíêöèè àðãóìåíòà t ∈ T , íåïðåðûâíûå â íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå T ⊂ R ÷èñëîâîé ïðÿìîé
R. Äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû (1.2.1) â îáëàñòè D = T × Rn âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû
Êîøè ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî íîìåðà i
ïðàâàÿ ÷àñòü â (1.2.1) èìååò íåïðåðûâíûå â ïðîìåæóòêå T ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî
ëþáîìó èç àðãóìåíòîâ. xj, (j = 1, n), ÷òî, ðàâíîñèëüíî âûïîëíåíèþ äëÿ ïðàâîé ÷àñòè
ñèñòåìû ÎÄÓ (1.2.1) óñëîâèÿ Ëèïøèöà îòíîñèòåëüíî âñåõ àðãóìåíòîâ xj, (j = 1, n) ïðè
ëþáûõ çíà÷åíèÿõ t ∈ T .

Çàïèñü ñèñòåìû â âèäå (1.2.1) ìîæíî óïðîñòèòü, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ìàòðè÷íûìè
îáîçíà÷åíèÿìè:

~x(t) =


x1(t)
x2(t)
...
xn(t)

 ; A(t) =


a11(t) . . . a1n(t)
a21(t) . . . a2n(t)
· · · · · · · · ·
an1(t) . . . ann(t)

 ; ~g(t) =


g1(t)
g2(t)
...
gn(t)

 .

Çäåñü ~x(t) è ~g(t) � âåêòîð-ôóíêöèè; A(t) � ìàòðèöà ñèñòåìû ÎÄÓ. Ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ
îáîçíà÷åíèé ñèñòåìó (1.2.1) ïåðåïèøåì â âèäå

d~x

dt
= A(t)~x + ~g(t). (1.2.2)

Åñëè ~g(t) ≡ 0 â T , òî

d~x

dt
= A(t)~x. (1.2.3)

Ñèñòåìó (1.2.3) íàçûâàþò íîðìàëüíîé îäíîðîäíîé ñèñòåìîé ëèíåéíûõ ÎÄÓ,
ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìå (1.2.2). Ïðè ~g(t) 6= 0 â T ñèñòåìà ëèíåéíûõ ÎÄÓ áóäåò
íåîäíîðîäíîé.

Òåîðåìà 1.2.1. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû (1.2.3) òàêæå
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîé ñèñòåìû.

Òåîðåìà 1.2.2. Ðàçíîñòü ëþáûõ äâóõ ðåøåíèé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ÎÄÓ (1.2.2) åñòü
ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû (1.2.3).

Òåîðåìà 1.2.3. Ñóììà ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû (1.2.2) è ðåøåíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùåé åé îäíîðîäíîé ñèñòåìû (1.2.3) åñòü ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû
(1.2.2).
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Òåîðåìà 1.2.4. Åñëè ~x1(t) è ~x2(t) � ðåøåíèÿ íîðìàëüíûõ ñèñòåì ÎÄÓ ñîîòâåòñòâåííî

d~x

dt
= A(t)~x + ~g(t) è

d~x

dt
= A(t)~x + ~f(t)

òî ~x(t) = ~x1(t) + ~x2(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íîðìàëüíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ ÎÄÓ

d~x

dt
= A(t)~x + ~g(t) + ~f(t).

Ðàññìîòðèì âåêòîð-ôóíêöèè

~x1(t), ..., ~xi(t), ..., ~xn(t), (1.2.4)

íåîáÿçàòåëüíî ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèÿìè ñèñòåì (1.2.2) èëè (1.2.3).

Îïðåäåëåíèå 1.2.1. Ñèñòåìó âåêòîð-ôóíêöèé (1.2.4) íàçûâàþò ëèíåéíî çàâèñèìîé â
íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå T ⊆ R ÷èñëîâîé ïðÿìîé R, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñèñòåìà ÷èñåë

λ1, ..., λi, ..., λn ∈ R,

n∑
i=1

λ2
i 6= 0,

÷òî èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

λ1~x1(t) + ... + λi~xi(t) + ... + λn~xn(t) ≡ 0 ∀t ∈ T. (1.2.5)

Åñëè æå òàêîé ñèñòåìû ÷èñåë íå ñóùåñòâóåò, òî ñèñòåìó âåêòîð-ôóíêöèé (1.2.4) íàçûâàþò
ëèíåéíî íåçàâèñèìîé â ïðîìåæóòêå T .

Ëþáàÿ ñèñòåìà âåêòîð-ôóíêöèé, âêëþ÷àþùàÿ âåêòîð-ôóíêöèþ, òîæäåñòâåííî ðàâíóþ
â ïðîìåæóòêå T íóëåâîìó âåêòîðó, ÿâëÿåòñÿ, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 1.2.1, ëèíåéíî
çàâèñèìîé. Äåéñòâèòåëüíî, âûáèðàÿ â (1.2.5) êîýôôèöèåíò ïðè òàêîé ôóíêöèè îòëè÷íûì
îò íóëÿ è ïîëàãàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îñòàëüíûõ ôóíêöèÿõ ðàâíûìè íóëþ, ïðèõîäèì ê
òîæäåñòâó äëÿ ëþáûõ t ∈ T .

Ñèñòåìà âåêòîð-ôóíêöèé ëèíåéíî íåçàâèñèìà â êàêîì-ëèáî ïðîìåæóòêå T , åñëè îíà
ëèíåéíî íåçàâèñèìà â ìåíüøåì ïðîìåæóòêå T1 ⊂ T . Åñëè ñèñòåìà ëèíåéíî çàâèñèìà â
T , òî åå ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü áóäåò ñîõðàíåíà è â T1 ⊂ T , íî îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ,
íåâåðíî.

1.2.2. Îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî. Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé. Ôîðìóëà

Îñòðîãðàäñêîãî � Ëèóâèëëÿ.

.
Ïóñòü çàäàíà ñèñòåìà n âåêòîð-ôóíêöèé

~x1(t), ..., ~xk(t), ..., ~xn(t), ~xk(t) = (x1k(t), ..., xnk(t))
T , k = 1, n,

îïðåäåëåííàÿ â íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå T ⊆ R ÷èñëîâîé ïðÿìîé R.
Îïðåäåëèòåëü
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W (t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
x11(t) x12(t) . . . x1n(t)
x21(t) x22(t) . . . x2n(t)
· · · · · · · · · · · ·
xn1(t) xn2(t) . . . xnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣ (1.2.6)

íàçûâàþò îïðåäåëèòåëåì Âðîíñêîãî ñèñòåìû âåêòîð-ôóíêöèé ~x1(t), ..., ~xn(t) ïî èìåíè
ïîëüñêîãî ìàòåìàòèêà Þ. Âðîíñêîãî (1776-1853). Ñôîðìóëèðóåì â âèäå òåîðåì ñâîéñòâà
ýòîãî îïðåäåëèòåëÿ.

Òåîðåìà 1.2.5. Åñëè ñèñòåìà âåêòîð-ôóíêöèé

~xk(t) = (x1k(t), ..., xnk(t))
T , k = 1, n, (1.2.7)

ëèíåéíî çàâèñèìà â íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå T ⊆ R, òî îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî W (t) ≡ 0
∀t ∈ T .

Òåîðåìà 1.2.6. Åñëè îïðåäåëèòåëü W (t) äëÿ ñèñòåìû âåêòîð-ôóíêöèé (1.2.7),
ÿâëÿþùèõñÿ â ïðîìåæóòêå T ⊆ R ðåøåíèÿìè îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ ÎÄÓ (1.2.3),
ðàâåí íóëþ õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå t0 ∈ T , òî ýòà ñèñòåìà âåêòîð-ôóíêöèé ëèíåéíî çàâèñèìà
â ïðîìåæóòêå T .

Èç òåîðåìû (1.2.6) âûòåêàåò ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 1.2.1. Åñëè îïðåäåëèòåëü W (t), ñîñòàâëåííûé èç âåêòîð-ôóíêöèé,
ÿâëÿþùèõñÿ ðåøåíèÿìè îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ ÎÄÓ (1.2.3) â íåêîòîðîì
ïðîìåæóòêå T , ðàâåí íóëþ â îäíîé òî÷êå t0 ∈ T , ò.å. W (t0) = 0, òî îí òîæäåñòâåííî
ðàâåí íóëþ â ýòîì ïðîìåæóòêå (W (t) ≡ 0 ∀t ∈ T )

Îäíèì èç âàæíåéøèõ ïîíÿòèé â òåîðèè îäíîðîäíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ ÎÄÓ ÿâëÿåòñÿ
ïîíÿòèå ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé.

Îïðåäåëåíèå 1.2.2. Ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ â ïðîìåæóòêå T ⊆ R ñèñòåìó èç n âåêòîð-
ôóíêöèé âèäà (1.2.7), êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ â íåì ðåøåíèåì îäíîðîäíîé ñèñòåìû n
ëèíåéíûõ ÎÄÓ (1.2.3), íàçûâàþò ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìîé ðåøåíèé äëÿ (1.2.3) â ýòîì
ïðîìåæóòêå.

Òåîðåìà 1.2.7. Ôóíäàìåíòàëüíûå ñèñòåìû ðåøåíèé ñóùåñòâóþò.

Çàïèñü â âèäå (1.2.3) ñîîòâåòñòâóåò íîðìàëüíîé îäíîðîäíîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ ÎÄÓ
ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, ïîñêîëüêó ýëåìåíòû aij(t) (i, j = 1, n) ìàòðèöû
A(t) ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè íåçàâèñèìîãî ïåðåìåííîãî t. Òàêèå ñèñòåìû
óäàåòñÿ ïðîèíòåãðèðîâàòü è ïîëó÷èòü ðåøåíèå â âèäå àíàëèòè÷åñêîé çàâèñèìîñòè
ëèøü â èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ. Îäíàêî ñóùåñòâóåò îäíà çàìå÷àòåëüíàÿ ôîðìóëà,
ñâÿçûâàþùàÿ ìåæäó ñîáîé ðåøåíèÿ ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìû (1.2.3) ÎÄÓ ñ ïåðåìåííûìè
êîýôôèöèåíòàìè.

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ïî t îò îïðåäåëèòåëÿ Âðîíñêîãî (1.2.6), ñîñòàâëåííîãî èç
ðåøåíèé ~xk(t) = (x1k(t), ..., xnk(t))

T , k = 1, n, ñèñòåìû ÎÄÓ (1.3.3):
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dW

dt
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

dx11(t)

dt

dx12(t)

dt
. . .

dx1n(t)

dt

x21(t) x22(t) . . . x2n(t)
· · · · · · · · · · · ·
xn1(t) xn2(t) . . . xnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x11(t) x12(t) . . . x1n(t)

dx21(t)

dt

dx22(t)
. . .

dx2n(t)

dt
· · · · · · · · · · · ·
xn1(t) xn2(t) . . . xnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

+... +

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x11(t) x12(t) . . . x1n(t)
x21(t) x22(t) . . . x2n(t)
· · · · · · · · · · · ·
dxn1(t)

dt

dxn2(t)

dt
. . .

dxnn(t)

dt

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ . (1.2.8)

Â (1.2.8) èñïîëüçîâàíî ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíîé îò îïðåäåëèòåëÿ êâàäðàòíîé
ìàòðèöû ðàçìåðà n. Òàê êàê îïðåäåëèòåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó n! ñëàãàåìûõ ñ
ñîîòâåòñòâóþùèìè çíàêàìè, à êàæäîå ñëàãàåìîå åñòü ïðîèçâåäåíèå n ýëåìåíòîâ, òî,
èñïîëüçóÿ ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ n ôóíêöèé, ïðèõîäèì ê çàïèñè
(1.2.8). Âåêòîð-ôóíêöèÿ ~xk(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì îäíîðîäíîé ñèñòåìû (1.2.3), ò.å.

dxi

dt
=

n∑
j=1

aij(t)xj.

Ïîýòîìó ïåðâûé îïðåäåëèòåëü â ïðàâîé ÷àñòè (1.2.8) èìååò âèä∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n∑
j=1

a1j(t)xj1

n∑
j=1

a2j(t)xj2 . . .
n∑

j=1

anj(t)xjn

x21(t) x22(t) . . . x2n(t)
· · · · · · · · · · · ·
xn1(t) xn2(t) . . . xnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11(t)W.

Çäåñü èñïîëüçîâàíî ïðàâèëî ñëîæåíèÿ îïðåäåëèòåëåé, à òàêæå òî, ÷òî îïðåäåëèòåëü,
èìåþùèé äâå îäèíàêîâûå ñòðîêè, ðàâåí íóëþ.

Àíàëîãè÷íî âòîðîå, òðåòüå è ò.ä. (âïëîòü äî ïîñëåäíåãî) ñëàãàåìûå â (1.2.8) ðàâíû:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x11(t) x12(t) . . . x1n(t)

dx21(t)

dt

dx22(t)
. . .

dx2n(t)

dt
· · · · · · · · · · · ·
xn1(t) xn2(t) . . . xnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a22(t)W,

· · · · · · · · · · · · · · ·∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x11(t) x12(t) . . . x1n(t)
x21(t) x22(t) . . . x2n(t)
· · · · · · · · · · · ·
dxn1(t)

dt

dxn2(t)

dt
. . .

dxnn(t)

dt

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = ann(t)W.
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Ñ ó÷åòîì ýòèõ âûðàæåíèé (1.2.8) ïðèíèìàåò âèä

dW

dt
= W

n∑
i=1

aii(t). (1.2.9)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî óäîâëåòâîðÿåò ëèíåéíîìó îäíîðîäíîìó ÎÄÓ
ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. Ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå è èíòåãðèðóÿ,
ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

W (t) = W (t0) exp

 t∫
t0

n∑
i=1

aii(t)dt

 . (1.2.10)

êîòîðîå íàçûâàþò ôîðìóëîé Îñòðîãðàäñêîãî � Ëèóâèëëÿ.

1.2.3. Òåîðåìû î ñòðóêòóðå îáùåãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé è íåîäíîðîäíîé

ñèñòåì.

.
Âûøå îòìå÷àëîñü, ðåøåíèå îäíîðîäíîé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé (ÎÄÓ) âèäà (1.2.3) ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè â îáùåì ñëó÷àå íå óäàåòñÿ
ïîëó÷èòü ïðè ïîìîùè îïåðàöèè èíòåãðèðîâàíèÿ. Îäíàêî ìîæíî óêàçàòü ñòðóêòóðó
îáùåãî ðåøåíèÿ êàê ñèñòåìû (1.2.3), òàê è ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ ÎÄÓ âèäà
(1.2.1), êîòîðóþ òàêæå íàçûâàþò íîðìàëüíîé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìîé ëèíåéíûõ ÎÄÓ ñ
ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ýòî ðåøåíèå âêëþ÷àåò n ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ Ck

(k = 1, n). Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò íå òîëüêî óêàçàòü ñòðóêòóðó îáùåãî ðåøåíèÿ
îäíîðîäíîé ñèñòåìû âèäà (1.2.3), íî è óñòàíîâèòü, ÷òî â ñëó÷àå çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû
ëèíåéíûõ ÎÄÓ ýòè ïîñòîÿííûå îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî.

Òåîðåìà 1.2.8. Åñëè âåêòîð-ôóíêöèè

~xk(t) = (x1k(t), ..., xnk(t))
T , k = 1, n,

îïðåäåëåííûå â ïðîìåæóòêå T ÷èñëîâîé ïðÿìîé R, îáðàçóþò â íåì ôóíäàìåíòàëüíóþ
ñèñòåìó ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ ÎÄÓ (1.2.3), òî îáùåå ðåøåíèå ýòîé
ñèñòåìû èìååò âèä

~x(t) =
n∑

k=1

Ck~xk(t), (1.2.11)

ñ íåêîòîðûìè ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè Ck (k = 1, n).

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû (1.2.3) îáðàçóåò
n-ìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. Ëþáàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé ñëóæèò
áàçèñîì â ýòîì ïðîñòðàíñòâå.

Òåîðåìà 1.2.9. Îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû (1.2.2) åñòü ñóììà îáùåãî
ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé åé îäíîðîäíîé ñèñòåìû (1.2.3) è ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ
íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû (1.2.2)
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~x(t) = ~x∗(t) +
n∑

k=1

Ck~xk(t), (1.2.12)

Çäåñü ~x∗(t) � ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû (1.2.2), îïðåäåëåííîå â ïðîìåæóòêå
T ; ~xk(t), k = 1, n, � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîðîäíîé
ñèñòåìû (1.2.3), îïðåäåëåííûõ â òîì æå ïðîìåæóòêå; Ck, k = 1, n, � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå
êîýôôèöèåíòû.

Íåñìîòðÿ íà äîñòàòî÷íî îáùèé õàðàêòåð òåîðåì 1.2.8 è 1.2.9, îíè íå òîëüêî èãðàþò
âàæíåéøóþ ðîëü â òåîðèè ÎÄÓ, íî è óêàçûâàþò ïóòü ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ ÎÄÓ ñ
ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

1.2.4. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè

êîýôôèöèåíòàìè. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñèñòåìû.

.
Ïóñòü âñå êîýôôèöèåíòû aij â íîðìàëüíîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ) (1.2.1) ïîñòîÿííû. Èíà÷å ãîâîðÿ, ïîñòîÿííû âñå
ýëåìåíòû ìàòðèöû A(t) ñèñòåìû: aij = const, i, j = 1, n. Òàêóþ ñèñòåìó íàçûâàþò
íîðìàëüíîé ñèñòåìîé ëèíåéíûõ ÎÄÓ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïðè ýòîì, åñëè
~g(t) 6= 0 â íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå T ÷èñëîâîé ïðÿìîé R, â êîòîðîì ðàññìàòðèâàþò
ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû ÎÄÓ, òî ñèñòåìó íàçûâàþò íåîäíîðîäíîé, à â ïðîòèâíîì ñëó÷àå �
îäíîðîäíîé. Ñðåäè ñèñòåì ëèíåéíûõ ÎÄÓ ñèñòåìà ÎÄÓ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè
� îäèí èç íåìíîãèõ ñëó÷àåâ, äîïóñêàþùèõ èíòåãðèðîâàíèå. Ïðè âûÿñíåíèè âîïðîñà îá
èíòåãðèðîâàíèè ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ ÎÄÓ
ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ìàòðè÷íîé ôîðìå

d~x

dt
= A~x, (1.2.13)

ãäå A � çàäàííàÿ ìàòðèöà, à ~x = ~x(t) � èñêîìàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ.
Áóäåì èñêàòü íå ðàâíîå òîæäåñòâåííî íóëþ ðåøåíèå ñèñòåìû (1.2.13) â âèäå

~x(t) = αeλt, (1.2.14)

ãäå α ∈ Rn (α 6= 0) λ ∈ R ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ. Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ~x(t) êàê âåêòîð-

ôóíêöèþ:
d

dt

(
αeλt

)
= λαeλt, ïîäñòàâèì â (1.2.13): λαeλt = A

(
αeλt

)
. Â ýòîì ìàòðè÷íîì

óðàâíåíèè eλt ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåíóëåâîé ñêàëÿðíûé ìíîæèòåëü, íà êîòîðûé ìîæíî
ñîêðàòèòü. Ïîëó÷èì ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå Aα = λα. Ñ ïîìîùüþ åäèíè÷íîé ìàòðèöû E
óðàâíåíèå ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó

(A− λE)α = 0. (1.2.15)

Ýòî óðàâíåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî èñêîìûé âåêòîð α ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì
ìàòðèöû A. Â êîîðäèíàòíîé ôîðìå óðàâíåíèå (1.2.15) èìååò âèä

(a11 − λ)α1 + a12α2 + ... + a1nαn = 0;
a21α1 + (a22 − λ)α2 + ... + a2nαn = 0;
· · · · · · · · · · · ·
an1α1 + an2α2 + ... + (ann − λ)αn = 0.

(1.2.16)
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Ìû ïîëó÷èëè îäíîðîäíóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Äëÿ òîãî
÷òîáû îíà èìåëà íåíóëåâîå ðåøåíèå α ∈ Rn, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ðàâíÿëñÿ
íóëþ åå îïðåäåëèòåëü: ∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 − λ a12 . . . a1n

a21 a22 − λ . . . a2n

· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 . . . ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0, (1.2.17)

Ðàñêðûòèå îïðåäåëèòåëÿ (1.2.17) ïðèâîäèò ê àëãåáðàè÷åñêîìó óðàâíåíèþ n-é ñòåïåíè
îòíîñèòåëüíî λ. Åãî íàçûâàþò õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì ìàòðèöû A, à â òåîðèè
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé � õàðàêòåðèñòè÷åñêèì óðàâíåíèåì ñèñòåìû ÎÄÓ (1.2.13).
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� 1.3. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ.

1.3.1. Ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå. Óðàâíåíèÿ õàðàêòåðèñòèê.

Çàäà÷à Êîøè.

Ëèíåéíûì íåîäíîðîäíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ íàçûâàþò óðàâíåíèå [4]

a1(x1, ..., xn)
∂u

∂x1

+ a2(x1, ..., xn)
∂u

∂x2

+ ... + an(x1, ..., xn)
∂u

∂xn

= b(x1, ..., xn) (1.3.1)

ãäå ai(x1, ..., xn), i = 1, ..., n è b(x1, ..., xn) � çàäàííûå ôóíêöèè n íåçàâèñèìûõ
ïåðåìåííûõ x1, ..., xn, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå â íåêîòîðîé îáëàñòè D ⊆
Rn; u(x1, ..., xn) � èñêîìàÿ ôóíêöèÿ.

Åñëè â óðàâíåíèè (1.3.1) b(x1, ..., xn) ≡ 0 âî âñåõ òî÷êàõ (x1, ..., xn) îáëàñòè D, òî áóäåì
èìåòü ëèíåéíîå îäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ÷àñòíûìè
ïðîèçâîäíûìè

a1(x1, ..., xn)
∂u

∂x1

+ a2(x1, ..., xn)
∂u

∂x2

+ ... + an(x1, ..., xn)
∂u

∂xn

= 0, (1.3.2)

ñîîòâåòñòâóþùåå íåîäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ. Ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
(1.3.1) è (1.3.2) â îáëàñòè D áóäåì íàçûâàòü íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ â D
ôóíêöèþ, êîòîðàÿ îáðàùàåò ýòè óðàâíåíèÿ â òîæäåñòâà â ëþáîé òî÷êå (x1, ..., xn) ∈ D.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà îäíîðîäíîå óðàâíåíèå (1.3.2) è ïîñòàâèì åìó â ñîîòâåòñòâèå
ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dxi

dt
= ai(x1, ..., xn), i = 1, ..., n. (1.3.3)

Ïîñêîëüêó dt = dxi

ai
, i = 1, ..., n, òî ñèñòåìó (1.3.3) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñèììåòðè÷íîé

ôîðìå çàïèñè

dx1

a1

=
dx2

a2

= ... =
dxi

ai

= ... =
dxn

an

.

Ñèñòåìó (1.4.3) íàçûâàþò ñèñòåìîé óðàâíåíèé õàðàêòåðèñòèê äëÿ îäíîðîäíîãî
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.3.2), à åå òðàåêòîðèè õàðàêòåðèñòèêàìè.

Òåîðåìà 1.3.1 Ôóíêöèÿ u(x1, ..., xn) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ (1.3.2) â îáëàñòè D òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà åñòü ïåðâûé èíòåãðàë
ñèñòåìû (1.3.3) óðàâíåíèé õàðàêòåðèñòèê â ýòîé îáëàñòè.

Ïóñòü ϕj(x1, ..., xn), j = 1, ..., n − 1 � ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû óðàâíåíèé
õàðàêòåðèñòèê, è ïðè ýòîì îíè ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè â îáëàñòè D. Ïðèâåäåì
ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû, óñòàíàâëèâàþùåé ñòðóêòóðó îáùåãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî
óðàâíåíèÿ.

Òåîðåìà 1.3.2 Ëþáîå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â îáëàñòè
D èìååò âèä

u = Φ(ϕ1, ..., ϕn−1) (1.3.4)
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ãäå ϕj(x1, ..., xn), j = 1, ..., n−1 � ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû óðàâíåíèé õàðàêòåðèñòèê â
îáëàñòè D, à Φ � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ â ýòîé îáëàñòè.

Èíûìè ñëîâàìè, ôîðìóëà (1.3.4) îïèñûâàåò âñå ìíîæåñòâî ðåøåíèé
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.3.2) â îáëàñòè D.

Çàäà÷à Êîøè äëÿ ÄÓ (1.3.2) ñòàâèòñÿ òàê: íàéòè òàêîå ðåøåíèå ÄÓ, êîòîðîå íà
ïîâåðõíîñòè S ñîâïàäàåò ñ çàäàííîé ôóíêöèåé.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ íåîäíîðîäíîãî ÄÓ. Åãî ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â
íåÿâíîì âèäå

W (x1, ..., xn, u) = 0. (1.3.5)

Â ñèëó ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ íåÿâíîé ôóíêöèè èìååì

∂u

∂xi

= −∂W/∂xi

∂W/∂u
, i = 1, ..., n. (1.3.6)

Ïîäñòàâëÿÿ (1.3.6) â íåîäíîðîäíîå ÄÓ (1.3.1), ïîëó÷èì

a1(x1, ..., xn)
∂W

∂x1

+ a2(x1, ..., xn)
∂W

∂x2

+ ... + an(x1, ..., xn)
∂W

∂xn

+ b(x1, ..., xn)
∂W

∂u
= 0 (1.3.7)

Óðàâíåíèå (1.3.7) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îäíîðîäíûì ÄÓ îòíîñèòåëüíî èñêîìîé ôóíêöèè
W âêëþ÷àåò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ýòîé ôóíêöèè ïî n + 1-ìó íåçàâèñèìîìó ïåðåìåííîìó
x1, ..., xn, u. Ýòîìó ÄÓ ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìà óðàâíåíèé õàðàêòåðèñòèê

dx1

a1

=
dx2

a2

= ... =
dxi

ai

= ... =
dxn

an

=
du

b
. (1.3.8)

Ïóñòü ôóíêöèè ϕi(x1, ..., xn, u), i = 1, ..., n ÿâëÿþòñÿ â îáëàñòè

D1 = {(x1, ..., xn, u) : (x1, ..., xn) ∈ D} ⊆ Rn+1

íåçàâèñèìûìè ïåðâûìè èíòåãðàëàìè ñèñòåìû (1.3.8). Òîãäà îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî
ÄÓ (1.3.7) â ñèëó òåîðåìû 1.3.2 èìååò âèä

W = Φ(ϕ1, ..., ϕn),

ãäå Φ � ïðîèçâîëüíàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ â îáëàñòè D1 ôóíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî
∂Φ
∂u
6= 0 â îáëàñòè D1. Èç (1.3.5) ñëåäóåò, ÷òî ðàâåíñòâî

Φ(ϕ1, ..., ϕn) = 0 (1.3.9)

çàäàåò èñêîìîå ðåøåíèå u ÄÓ (1.3.1) êàê íåÿâíóþ ôóíêöèþ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ
x1, ..., xn.

Çàäà÷à Êîøè äëÿ íåîäíîðîäíîãî ÄÓ (1.3.1) ñòàâèòñÿ òàê æå, êàê è äëÿ îäíîðîäíîãî
ÄÓ (1.3.2)
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1.3.2. Êâàçèëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå.

Êâàçèëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà íàçûâàþò ÄÓ ñ
÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè

a1(x1, ..., xn, u)
∂u

∂x1

+ a2(x1, ..., xn, u)
∂u

∂x2

+ ... + an(x1, ..., xn, u)
∂u

∂xn

= b(x1, ..., xn, u). (1.3.10)

ãäå ai(x1, ..., xn, u), i = 1, ..., n è b(x1, ..., xn, u) � çàäàííûå ôóíêöèè, íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìûå â íåêîòîðîé îáëàñòè D1 ⊆ Rn+1 èçìåíåíèÿ n ïåðåìåííûõ xi (i =
1, ..., n) è èñêîìîé ôóíêöèè u. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî, â îòëè÷èå îò ÄÓ (1.4.1), êîýôôèöèåíòû
ai i = 1, ..., n è ïðàâàÿ ÷àñòü b â êâàçèëèíåéíîì ÄÓ çàâèñÿò îò èñêîìîé ôóíêöèè u.

Ïðîöåññ íàõîæäåíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ ÄÓ (1.3.10) àíàëîãè÷åí íàõîæäåíèþ îáùåãî
ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî ëèíåéíîãî ÄÓ. Ïðèâåäåì îñíîâíûå ýòàïû ýòîãî ïðîöåññà.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé õàðàêòåðèñòèê äëÿ êâàçèëèíåéíîãî ÄÓ ïî ôîðìå ïîëíîñòüþ
ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé äëÿ íåîäíîðîäíîãî ÄÓ. Èíòåãðàëüíûå êðèâûå ýòîé ñèñòåìû
íàçûâàþò õàðàêòåðèñòèêàìè êâàçèëèíåéíîãî ÄÓ. Åñëè â îáëàñòè D1 íàéäåíû n ïåðâûå
íåçàâèñèìûõ èíòåãðàëîâ ϕi(x1, ..., xn, u), i = 1, ..., n ñèñòåìû óðàâíåíèé õàðàêòåðèñòèê,
òî âñå ðåøåíèÿ êâàçèëèíåéíîãî ÄÓ (1.3.10) ìîæíî ïîëó÷èòü èç ðàâåíñòâà (1.3.9), â
êîòîðîì Φ � ïðîèçâîëüíàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è Êîøè äëÿ êâàçèëèíåéíîãî ÄÓ àíàëîãè÷íà ïîñòàíîâêå ýòîé
çàäà÷è äëÿ îäíîðîäíîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ. Ïðè ïðàêòè÷åñêîì ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è
íåîáõîäèìî ðóêîâîäñòâîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè ïðàâèëàìè.

Ïóñòü ðåøåíèå u(x̄), x̄ = (x1, ..., xn)T , ÄÓ äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ u(x̄) = Ψ(x̄)
íà ïîâåðõíîñòè S, êîòîðàÿ çàäàíà óðàâíåíèåì f(x1, ..., xn) = 0. Ïîñëå íàõîæäåíèÿ ïåðâûõ
èíòåãðàëîâ ϕi(x̄, u), i = 1, ..., n, ñèñòåìû óðàâíåíèé õàðàêòåðèñòèê, èñêëþ÷èâ èç ñèñòåìû
óðàâíåíèé

ϕi(x̄, u) = ci, i = 1, ..., n; f(x̄) = 0; u = Ψ(x̄),

ïåðåìåííûå x1, ..., xn, u ïîëó÷èì ðàâåíñòâî F (c1, c2, ..., cn) = 0, â êîòîðîå ñëåäóåò
ïîäñòàâèòü ϕi(x̄, u) = ci, i = 1, ..., n. Òîãäà ïîëó÷èì

F (ϕ1(x̄, u), ϕ2(x̄, u), ..., ϕn(x̄, u)) = 0.

Îäíî èç ðåøåíèé u(x̄) ýòîãî óðàâíåíèÿ è áóäåò èñêîìûì.
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Ãëàâà 2

Ñèñòåìà ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ ïîäâèæíûìè
çàÿâêàìè. Àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä.

� 2.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Èññëåäîâàíèå ñèñòåìû îáñëóæèâàíèÿ ïîêóïàòåëåé êðóïíîãî ãèïåðìàðêåòà.
Â ãèïåðìàðêåò ïðèõîäèò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïîêóïàòåëåé, òàêîå, ÷òî íåêîòîðûì

ïîêóïàòåëÿì ïðèäåòñÿ îæèäàòü îáñëóæèâàíèÿ. Ïðè ýòîì ïðîäàâöû-êîíñóëüòàíòû
ìîãóò îáñëóæèâàòü íå îäíîãî, à íåñêîëüêèõ ïîêóïàòåëåé ñðàçó, òàê ÷òî, êîëè÷åñòâî
ïîêóïàòåëåé, îáñëóæèâàåìûõ îäíèì ïðîäàâöîì ìîæíî ñ÷èòàòü ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé,
âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ òàêæå ñëó÷àéíîå. Íåêîòîðûå èç ïîêóïàòåëåé, ïîñ÷èòàâ, ÷òî ïðèä¼òñÿ
ñëèøêîì äîëãî æäàòü, ïîêèäàþò î÷åðåäü. Èç îñòàâøèõñÿ, ïðîéäÿ ÷åðåç êàññó, ÷àñòü
ïîêóïàòåëåé âñïîìèíàåò, ÷òî çàáûëè êóïèòü íåêîòîðûå íåîáõîäèìûå èì òîâàðû è ñíîâà
âîçâðàùàþòñÿ â î÷åðåäü.

Â äàííîé ðàáîòå ìû áóäåì ðàññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ýòîé ñèñòåìû ìàññîâîãî
îáñëóæèâàíèÿ, îïèñûâàåìóþ ìàðêîâñêèì âåòâÿùèìñÿ ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì ñî ñõåìîé
ïðåâðàùåíèé [9] 

0 −→ T1, T2

T1 −→ T2, T3

T2 −→ T1, T3

Òàêæå áóäåò ðàññìîòðåíà îáîáùåííàÿ çàäà÷à:
0 −→ T1, ..., Tn

T1 −→ T2, T3, ..., Tn+1

T2 −→ T1, T3, ..., Tn+1

· · ·
Tn −→ T1, T2, ..., Tn−1, Tn+1
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� 2.2. ßâíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Êîëìîãîðîâà äëÿ ñõåì ñ òðåìÿ
òèïàìè ýëåìåíòîâ.

2.2.1. Ñõåìà 0 −→ T1, T2; T1 −→ T2, T3; T2 −→ T1, T3.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü îäíîðîäíûé âî âðåìåíè ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ξ(t) =
(ξ1(t), ξ2(t), ξ3(t)) ñî ñõåìîé ïðåâðàùåíèé

0 −→ T1, T2

T1 −→ T2, T3

T2 −→ T1, T3

(2.2.1)

Îïèøåì ýòîò ïðîöåññ ÷åðåç ñëó÷àéíûå âðåìåíà íàõîæäåíèÿ è ñêà÷êè

(α1, α2, α3)
p0
1−→ (α1 + 1, α2, α3), P{τ1 < t} = 1− e−λ0t,

(α1, α2, α3)
p0
2−→ (α1, α2 + 1, α3), P{τ1 < t} = 1− e−λ0t,

(α1, α2, α3)
p1
2−→ (α1 − 1, α2 + 1, α3), P{τ2 < t} = 1− e−λ1α1t,

(α1, α2, α3)
p1
3−→ (α1 − 1, α2, α3 + 1), P{τ2 < t} = 1− e−λ1α1t,

(α1, α2, α3)
p2
1−→ (α1 + 1, α2 − 1, α3), P{τ3 < t} = 1− e−λ2α2t,

(α1, α2, α3)
p2
3−→ (α1, α2 − 1, α3 + 1), P{τ3 < t} = 1− e−λ2α2t,

τ j � ñëó÷àéíûå âðåìåíà íàõîæäåíèÿ â äàííîì ñîñòîÿíèè. Â êàæäûé ñëåäóþùèé
ìîìåíò âðåìåíè âçàèìîäåéñòâèå ïðîèñõîäèò ïî l-òîìó âàðèàíòó, äëÿ êîòîðîãî τ l =
min{τ1, τ2, τ3, τ4}

Äàííîé ìîäåëè ñîîòâåòñòâóåò ìàðêîâñêèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ïðåâðàùåíèÿ ñ òðåìÿ
òèïàìè ÷àñòèö è òðåìÿ êîìïëåêñàìè âçàèìîäåéñòâèÿ. Âòîðîå óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà äëÿ
ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé Fα1,α2,α3(t; s1, s2, s3) èìååò âèä

∂Fα(t; s1, s2, s3)

∂t
= λ1(p

1
2s2 + p1

3s3 − s1)
∂Fα(t; s1, s2, s3)

∂s1

+

+λ2(p
2
1s1 + p2

3s3 − s2)
∂Fα(t; s1, s2, s3)

∂s2

+ λ0(p
0
1s1 + p0

2s2 − 1)Fα(t; s1, s2, s3),

(2.2.2)
ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì Fα(0; s1, s2, s3) = sα1

1 sα2
2 sα3

3 .
Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà

â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ýòîìó ÄÓ ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ
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äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ñèñòåìó óðàâíåíèé õàðàêòåðèñòèê)

dt

dτ
= −1,

ds1

dτ
= λ1(p

1
2s2 + p1

3s3 − s1),

ds2

dτ
= λ2(p

2
1s1 + p2

3s3 − s2),

ds3

dτ
= 0,

dF

dτ
= λ0(p

0
1s1 + p0

2s2 − 1)F,

(2.2.3)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè t(0) = 0, s1(0) = ν1, s2(0) = ν2, s3(0) = ν3, F (0) = να1
1 να2

2 να3
3 .

Î÷åâèäíî, ÷òî

t = −τ, s3 = ν3, (2.2.4)

Ðàññìîòðèì âòîðîå è òðåòüå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû:
ds1

dτ
= λ1(p

1
2s2 + p1

3ν3 − s1),

ds2

dτ
= λ2(p

2
1s1 + p2

3ν3 − s2).

Èñïîëüçóÿ (2.2.4), à òàêæå ðàâåíñòâî (p1
2 + p1

3 = 1, p2
1 + p2

3 = 1), ñäåëàåì çàìåíó
ïåðåìåííûõ

s̃1 = s1 − ν3, s̃2 = s2 − ν3,

è ïîëó÷èì ñèñòåìó îäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ds̃1

dτ
= λ1(p

1
2s̃2 − s̃1),

ds̃2

dτ
= λ2(p

2
1s̃1 − s̃2),

(2.2.5)

èëè

˙̃s = As̃,

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè s̃1(0) = ν1 − ν3, s̃2(0) = ν2 − ν3, ãäå

A =

(
−λ1 λ1p

1
2

λ2p
2
1 −λ2

)
, ˙̃s =

(
ds̃1

dτ

ds̃2

dτ

)T

, s̃ = (s̃1 s̃2)
T .

Ïåðåõîäèì ê ðåøåíèþ ñèñòåìû (2.2.5). Íàéäåì êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åcêîãî óðàâíåíèÿ.
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det(A− γE) = 0

èëè

(λ1 + γ)(λ2 + γ)− λ1p
1
2λ2p

2
1 = 0,

Îòñþäà èìååì
γ2 + (λ1 + λ2)γ + λ1λ2(1− p1

2p
2
1) = 0,

Äèñêðèìèíàíò ýòîãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

D = (λ1 + λ2)
2 − 4λ1λ2(1− p1

2p
2
1),

à ðåøåíèÿ

γ1,2 =
−(λ1 + λ2)±

√
D

2
,

ïðè ýòîì γ1, γ2 < 0; γ1 6= γ2. Â îáùåì âèäå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ìîæíî
çàïèñàòü òàê;

s̃1 = C1β11e
γ1τ + C2β21e

γ2τ , s̃2 = C1β12e
γ1τ + C2β22e

γ2τ ,

çäåñü βij, i, j = 1, 2 � êîìïîíåíòû âåêòîðîâ, êîëëèíåàðíûõ ñîáñòâåííûì âåêòîðàì
ìàòðèöû A; B = (βij), i, j = 1, 2. Íàõîäèì ýòè âåêòîðû äëÿ ìàòðèöû A

β1 =

(
λ1p

1
2

λ1 + γ1

)
, β2 =

(
λ1p

1
2

λ1 + γ2

)
.

Ïîäñòàâëÿÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ïîëó÷èì:

ν1 − ν3 = C1β11 + C2β21, ν2 − ν3 = C1β12 + C2β22,

Îòñþäà (
C1

C2

)
=

(
λ1p

1
2 λ1p

1
2

λ1 + γ1 λ1 + γ2

)−1(
ν1 − ν3

ν2 − ν3

)
. (2.2.6)

Äëÿ äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé íàéäåì ìàòðèöó B−1:

B−1 =

(
λ1p

1
2 λ1p

1
2

λ1 + γ1 λ1 + γ2

)−1

=
1

det B

(
λ1 + γ2 −λ1p

1
2

−λ1 + γ1 λ1p
1
2

)
,

det B = λ1p
1
2(γ2 − γ1) = λ1p

1
2

√
D.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû C1, C2 ìîæíî âûðàçèòü èç ðåøåíèé s1, s2:(
C1e

γ1τ

C2e
γ2τ

)
=

(
λ1p

1
2 λ1p

1
2

λ1 + γ1 λ1 + γ2

)−1

=

(
s1 − s3

s2 − s3

)
,

(
C1e

γ1τ

C2e
γ2τ

)
=

1

det B

(
λ1 + γ2 −λ1p

1
2

−λ1 + γ1 λ1p
1
2

)(
s1 − s3

s2 − s3

)
,
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(
C1

C2

)
=

(
1

det B
((λ1 + γ2)(s1 − s3)− λ1p

1
2(s2 − s3)) e−γ1τ

1
det B

(−(λ1 + γ1)(s1 − s3) + λ1p
1
2(s2 − s3)) e−γ2τ

)
. (2.2.7)

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ â äàëüíåéøåì.
Òåïåðü ðåøèì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå èç (2.2.3).

dF

dτ
= λ0(p

0
1s1 + p0

2s2 − 1)F,

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì F (0) = να1
1 να2

2 να3
3 .

Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè:

dF

F
= λ0(ν3 + p0

1λ1p
1
2(C1e

γ1τ + C2e
γ2τ ) + p0

2((λ1 + γ1)C1e
γ1τ + (λ1 + γ2)C2e

γ2τ )− 1)dτ,

ln F = λ0

(
(ν3 − 1)τ +

C1

γ1

(p0
1λ1p

1
2 + λ1 + γ1)e

γ1τ +
C2

γ2

(p0
1λ1p

1
2 + λ1 + γ2)e

γ2τ

)
+ C̃, (2.1.8)

Äëÿ óäîáñòâà ïîëîæèì C̃ = C̃1 + ln C̃2:

ln

(
F

C̃2

)
= f(ν1, ν2, ν3, t) + C̃1,

F

C̃2

= exp
{

f(ν1, ν2, ν3, t) + C̃1

}
, (2.2.9)

Ïîäñòàâèâ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ïîëó÷èì:

C̃2 = να1
1 να2

2 να3
3 , C̃1 = −f(ν1, ν2, ν3, 0),

F = να1
1 να2

2 να3
3 exp {f(ν1, ν2, ν3, t)− f(ν1, ν2, ν3, 0)} ,

F = να1
1 να2

2 να3
3 exp

{
λ0((ν3 − 1)τ +

C1

γ1

(p0
1λ1p

1
2 + λ1 + γ1)(e

γ1τ − 1)+

+
C2

γ2

(p0
1λ1p

1
2 + λ1 + γ2)(e

γ2τ − 1))

}
. (2.2.10)

Îñòàåòñÿ âûðàçèòü ν ÷åðåç s. Ðàíåå âû÷èñëèëè C1, C2 ñíà÷àëà ÷åðåç ν1, ν2, ν3, à ïîòîì
÷åðåç s1, s2, s3. Äëÿ ýòîãî ñîâìåñòèì (2.2.6) c (2.2.7):(

ν1 − ν3

ν2 − ν3

)
=

(
λ1p

1
2 λ1p

1
2

λ1 + γ1 λ1 + γ2

)(
C1

C2

)
,(

ν1

ν2

)
=

(
s3

s3

)
+

(
λ1p

1
2 λ1p

1
2

λ1 + γ1 λ1 + γ2

)(
C1

C2

)
,
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(
C1

C2

)
=

(
1

det B
((λ1 + γ2)(s1 − s3)− λ1p

1
2(s2 − s3)) e−γ1τ

1
det B

(−(λ1 + γ1)(s1 − s3) + λ1p
1
2(s2 − s3)) e−γ2τ

)
.

È ó÷èòûâàÿ, ÷òî t = −τ , çàïèøåì èñêîìóþ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ïåðåõîäíûõ
âåðîÿòíîñòåé:

Fα(t; s1, s2, s3) = να1
1 να2

2 sα3
3 exp

{
−λ0

(
(s3 − 1)t +

C1

γ1

(p0
1λ1p

1
2 + λ1 + γ1)(e

−γ1t − 1)+

+
C2

γ2

(p0
1λ1p

1
2 + λ1 + γ2)(e

−γ2t − 1))

)}
. (2.2.11)

Çàìåòèì, ÷òî Fα(t; 1) ≡ 1.

2.2.2. Ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè.

Òåïåðü ñíîâà âåðíåìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ ñõåìû (2.2.1) è âòîðîãî óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà,
ñîîòâåòñòâóþùåé åé.

∂Fα(t; s1, s2, s3)

∂t
= λ1(p

1
2s2 + p1

3s3 − s1)
∂Fα(t; s1, s2, s3)

∂s1

+

+λ2(p
2
1s1 + p2

3s3 − s2)
∂Fα(t; s1, s2, s3)

∂s2

+ λ0(p
0
1s1 + p0

2s2 − 1)Fα(t; s1, s2, s3),

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì Fα(0; s1, s2, s3) = sα1
1 sα2

2 sα3
3 .

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ýòî óðàâíåíèå ïî sk.

∂

∂s1

(
∂Fα(t; s1, s2, s3)

∂t

)
= −λ1

∂Fα(t; s1, s2, s3)

∂s1

+ λ1(p
1
2s2 + p1

3s3 − s1)
∂2Fα(t; s1, s2, s3)

∂s2
1

+

+λ2p
2
1

∂Fα(t; s1, s2, s3)

∂s2

+ λ2(p
2
1s1 + p2

3s3 − s2)
∂2Fα(t; s1, s2, s3)

∂s1∂s2

+

+λ0p
0
1Fα(t; s1, s2, s3) + λ0(p

0
1s1 + p0

2s2 − 1)
∂Fα(t; s1, s2, s3)

∂s1

.

∂

∂s2

(
∂Fα(t; s1, s2, s3)

∂t

)
= λ1p

1
2

∂Fα(t; s1, s2, s3)

∂s1

+ λ1(p
1
2s2 + p1

3s3 − s1)
∂2Fα(t; s1, s2, s3)

∂s1∂s2

+

−λ2
∂Fα(t; s1, s2, s3)

∂s2

+ λ2(p
2
1s1 + p2

3s3 − s2)
∂2Fα(t; s1, s2, s3)

∂s2
2

+

+λ0p
0
2Fα(t; s1, s2, s3) + λ0(p

0
1s1 + p0

2s2 − 1)
∂Fα(t; s1, s2, s3)

∂s2

.

∂

∂s3

(
∂Fα(t; s1, s2, s3)

∂t

)
= λ1p

1
3

∂Fα(t; s1, s2, s3)

∂s1

+ λ1(p
1
2s2 + p1

3s3 − s1)
∂2Fα(t; s1, s2, s3)

∂s1∂s3

+
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+λ2p
2
3

∂Fα(t; s1, s2, s3)

∂s2

+ λ2(p
2
1s1 + p2

3s3 − s2)
∂2Fα(t; s1, s2, s3)

∂s2∂s3

+

+λ0(p
0
1s1 + p0

2s2 − 1)
∂Fα(t; s1, s2, s3)

∂s3

.

Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ

Ai(t) = Mξi(t) =
∂Fξ(t, 1)

∂si

, i = 1, 2, 3.

p0
1 + p0

2 = 1, p1
2 + p1

3 = 1, p2
1 + p2

3 = 1.

Ïîëó÷àåì 

dA1

dt
= −λ1A1 + λ2p

2
1A2 + λ0p

0
1,

dA2

dt
= λ1p

1
2A1 − λ2A2 + λ0p

0
2,

dA3

dt
= λ1p

1
3A1 + λ2p

2
3

(2.2.12)

Èòàê ìû ïîëó÷èëè ñèñòåìó ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè
êîýôôèöèåíòàìè ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè Ai(0) = αi.

Çàéìåìñÿ òåïåðü âû÷èñëåíèåì äèñïåðñèè.

Di(t) = Dξi(t) =
∂2Fα(t, 1)

∂s2
i

+
∂Fα(t, 1)

∂si

−
(

∂2Fα(t, 1)

∂s2
i

)2

.

Ïîëüçóÿñü (2.2.12), íàéäåì ñðàçó ïðè s = 1

∂2

∂s2
1

(
∂Fα(t; s1, s2, s3)

∂t

)
= −2λ1

∂2Fα(t; s1, s2, s3)

∂s2
1

+

+2λ2p
2
1

∂2Fα(t; s1, s2, s3)

∂s1∂s2

+ 2λ0p
0
1

∂Fα(t; s1, s2, s3)

∂s1

,

∂2

∂s2
2

(
∂Fα(t; s1, s2, s3)

∂t

)
= 2λ1p

1
2

∂2Fα(t; s1, s2, s3)

∂s1∂s2

+

−2λ2
∂2Fα(t; s1, s2, s3)

∂s2
2

+ 2λ0p
0
2

∂Fα(t; s1, s2, s3)

∂s2

,

∂2

∂s2
3

(
∂Fα(t; s1, s2, s3)

∂t

)
= 2λ1p

1
3

∂2Fα(t; s1, s2, s3)

∂s1∂s3

+ 2λ2p
2
3

∂2Fα(t; s1, s2, s3)

∂s2∂s3

,

∂2

∂s1∂s2

(
∂Fα(t; s1, s2, s3)

∂t

)
= −(λ1+λ2)

∂2Fα(t; s1, s2, s3)

∂s1∂s2

+λ1p
1
2

∂2Fα(t; s1, s2, s3)

∂s2
1
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+λ2p
2
1

∂2Fα(t; s1, s2, s3)

∂s2
2

+ λ0p
0
1

∂Fα(t; s1, s2, s3)

∂s2

+ λ0p
0
2

∂Fα(t; s1, s2, s3)

∂s1

,

∂2

∂s2∂s3

(
∂Fα(t; s1, s2, s3)

∂t

)
= λ1p

1
2

∂2Fα(t; s1, s2, s3)

∂s1∂s3

+ λ1p
1
3

∂2Fα(t; s1, s2, s3)

∂s1∂s2

−λ2
∂2Fα(t; s1, s2, s3)

∂s2∂s3

+ λ2p
2
3

∂2Fα(t; s1, s2, s3)

∂s2
2

+ λ0p
0
2

∂Fα(t; s1, s2, s3)

∂s3

,

∂2

∂s1∂s3

(
∂Fα(t; s1, s2, s3)

∂t

)
= −λ1

∂2Fα(t; s1, s2, s3)

∂s1∂s3

+ λ1p
1
3

∂2Fα(t; s1, s2, s3)

∂s2
1

+λ2p
2
1

∂2Fα(t; s1, s2, s3)

∂s2∂s3

+ λ2p
2
3

∂2Fα(t; s1, s2, s3)

∂s1∂s2

+ λ0p
0
1

∂Fα(t; s1, s2, s3)

∂s3

,

Îáîçíà÷àÿ
∂2

∂s2
i

Fα(t; 1) = Bi(t) è
∂2Fα(t; 1)

∂si∂sj

= Bij(t) çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé

dB1

dt
= −2λ1B1 + 2λ2p

2
1B12 + 2λ0p

0
1A1,

dB2

dt
= 2λ1p

1
2B12 − 2λ2B2 + 2λ0p

0
2A2,

dB3

dt
= 2λ1p

1
3B13 + 2λ2p

2
3B23,

dB12

dt
= −(λ1 + λ2)B12 + λ1p

1
2B1 + λ2p

2
1B2 + λ0p

0
1A2 + λ0p

0
2A1,

dB23

dt
= λ1p

1
2B13 + λ1p

1
3B12 − λ2B23 + λ2p

2
3B2 + λ0p

0
2A3,

dB13

dt
= −λ1B13 + λ1p

1
3B1 + λ2p

2
1B23 + λ2p13

2B12 + λ0p
0
1A3,

(2.2.13)

Ðåøèâ ýòó ñèñòåìó óðàâíåíèé ÷èñëåííî, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû (2.2.1).
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Ðèñ 2.1

�� ðåàëèçàöèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà,
�� ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå Ai(t),

�� Ai(t) +
√

Di(t),

�� Ai(t)−
√

Di(t)
Ïàðàìåòðû èíòåíñèâíîñòè: λ0 = 4, λ1 = 1,λ2 = 1.
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Ðèñ 2.2

�� ðåàëèçàöèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà,
�� ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå Ai(t),

�� Ai(t) +
√

Di(t),

�� Ai(t)−
√

Di(t)
Ïàðàìåòðû èíòåíñèâíîñòè: λ0 = 4, λ1 = 1,λ2 = 1. Íà÷àëüíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ òèïà T1 �

10.
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Ðèñ 2.3

�� ðåàëèçàöèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà,
�� ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå Ai(t),

�� Ai(t) +
√

Di(t),

�� Ai(t)−
√

Di(t)
Ïàðàìåòðû èíòåíñèâíîñòè: λ0 = 15, λ1 = 5,λ2 = 1. Íà÷àëüíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ òèïà T1 �

5.
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2.2.3. Ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñ òå÷åíèåì âðåìåíè äëÿ ñõåìû (2.2.1) êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ òèïà
T3 áóäåò òîëüêî íàêàïëèâàòüñÿ. Ïîýòîìó íå èìååò ñìûñëà ãîâîðèòü â ýòîì ñëó÷àå î
ôèíàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè âåðîÿòíîñòåé. Èçìåíèì ñõåìó ïðåâðàùåíèé (2.2.1) ñëåäóþùèì
îáðàçîì: 

0 −→ T1, T2

T1 −→ T2, 0
T2 −→ T1, 0

(2.2.14)

çäåñü ìû óäàëÿåì èç ñèñòåìû ýëåìåíòû òèïà T3, îñòàâèâ áåç èçìåíåíèé âñå îñòàëüíîå.
Óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà â ýòîì ñëó÷àå áóäåò âûãëÿäåòü

∂Fα(t; s1, s2)

∂t
= λ1(p

1
2s2 + p1

0 − s1)
∂Fα(t; s1, s2)

∂s1

+

+λ2(p
2
1s1 + p2

0 − s2)
∂Fα(t; s1, s2)

∂s2

+ λ0(p
0
1s1 + p0

2s2 − 1)Fα(t; s1, s2) (2.2.15)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè Fα(0; s1, s2) = sα1
1 sα2

2 . Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ áóäåò èìåòü
ïðåäåë ïðè lim

t−→∞
Fα(t; s1, s2) = f(s1, s2), òî åñòü ôèíàëüíûå âåðîÿòíîñòè.

Ýòî ðåøåíèå â íàøåì ñëó÷àå áóäåò âûãëÿäåòü

Fα(t; s1, s2) = να1
1 να2

2 exp

{
−λ0

(
C1

γ1

(p0
1λ1p

1
2 + λ1 + γ1)(e

−γ1t − 1)+

+
C2

γ2

(p0
1λ1p

1
2 + λ1 + γ2)(e

−γ2t − 1))

)}
(2.2.16)

ãäå (
C1

C2

)
=

(
1

det B
((λ1 + γ2)(s1 − 1)− λ1p

1
2(s2 − 1)) eγ1t

1
det B

(−(λ1 + γ1)(s1 − 1) + λ1p
1
2(s2 − 1)) eγ2t

)
.(

ν1

ν2

)
=

(
1
1

)
+

(
λ1p

1
2 λ1p

1
2

λ1 + γ1 λ1 + γ2

)(
C1

C2

)
,

Âû÷èñëÿÿ lim
t−→∞

Fα(t; s1, s2), ïîëó÷èì

f(s1, s2) = exp

{
−λ0

(
1

γ1 det B
((λ1 + γ2)(s1 − 1)− λ1p

1
2(s2 − 1))(p0

1λ1p
1
2 + λ1 + γ1)+

+
1

γ2 det B
(−(λ1 + γ1)(s1 − 1) + λ1p

1
2(s2 − 1))(p0

1λ1p
1
2 + λ1 + γ2)

)}
. (2.2.17)

Ýòà ôóíêöèÿ è ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ
âåðîÿòíîñòåé ìàðêîâñêîãî âåòâÿùåãîñÿ ïðîöåññà, îïèñûâàåìîãî ñõåìîé ïðåâðàùåíèé
(2.2.14).
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� 2.3. ßâíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Êîëìîãîðîâà äëÿ ñõåì ñ n òèïàìè
ýëåìåíòîâ.

2.3.1. ßâíûå ðåøåíèÿ .

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñõåìó îáùåãî âèäà
T1 −→ T2, T3, ..., Tn

T2 −→ T1, T3, ..., Tn

· · ·
Tn −→ T1, T2, ..., Tn−1

(2.3.1)



dF1

dt
= λ1(h1 (F2, F3, ..., Fn)− F1),

· · ·

dFn

dt
= λn(hn (F1, F2, ..., Fn−1)− Fn),

(2.3.2)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

Fi(0; s1, ..., sn) = si, i = 1, ..., n

Òàê êàê ÷àñòèöà ëþáîãî òèïà èìååò íåêîòîðóþ âåðîÿòíîñòü ïðåâðàùåíèÿ âñåãî ëèøü
â ÷àñòèöó îäíîãî èç òèïîâ, òî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ h(s) â ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

hi(s1, ..., sn) =
n∑

j=1

pi
jsj, i = 1, ..., n

Òîãäà ïîëó÷èì 

dF1

dt
= λ1

(
n∑

j=2

p1
jFj − F1

)
,

· · ·

dFn

dt
= λn

(
n−1∑
j=1

pn
j Fj − Fn

)
,

(2.3.3)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

Fi(0; s1, ..., sn) = si, i = 1, ..., n

èëè

~̇F = A~F .
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Ïóñòü γ1, ..., γn � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ A äåéñòâèòåëüíû è ïîïàðíî ðàçëè÷íû, òîãäà
ðåøåíèå ñèñòåìû (2.3.3) ìîæíî áóäåò çàïèñàòü â âèäå

Fi =
n∑

j=1

Cjbije
γjt, (2.3.4)

ãäå bij � êîìïîíåíòû ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Ïîäñòàâèâ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ïîëó÷èì:

si =
n∑

j=1

Cjbij,

èëè

s = Bc, (2.3.5)

c = B−1s,

Îáîçíà÷èì B−1 = D = (dij). Òîãäà

Fi =
n∑

j=1

(
n∑

k=1

djksk

)
bije

γjt, (2.3.6)

È ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâî âåòâëåíèÿ

F (t; s1, ..., sn) = Fα1
1 ...Fαn

n . (2.3.7)

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ñîîòâåòñòâèÿ ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ óñëîâèÿì ïðîèçâîäÿùåé
ôóíêöèè, íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèé νi(t; s1, ..., sn+1). Ýòè ôóíêöèè
áóäóò îãðàíè÷åíû â îáëàñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðè γ1, ..., γn 6 0.

Òåîðåìà 2.3.1 (Òåîðåìà Ãåðøãîðèíà) Êàæäîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû A = (aij)
âñåãäà ðàñïîëîæåíî â îäíîì èç êðóãîâ:

|aii − γ| 6
n∑

j=1,i6=j

|aij|, (i = 1, ..., n).

Òåïåðü ðàññìîòðèì ìàòðèöó ñèñòåìû (2.3.3)

A =


−λ1 λ1p

1
2 . . . λ1p

1
n

λ2p
2
1 −λ2 . . . λ2p

2
n

· · · · · · · · ·
λnp

n
1 λnp

n
2 . . . −λn


Òàê êàê

n∑
j=1,i6=j

pi
j = 1, òî èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ãåðøãîðèíà [6] ïîëó÷èì îöåíêó äëÿ

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

−λi(1 +
n∑

j=1,i6=j

pi
j) 6 γ 6 −λi(1−

n∑
j=1,i6=j

pi
j),

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî γ1, ..., γn 6 0.
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Òàêæå àáñîëþòíî î÷åâèäíî, äëÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè (2.3.7) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:
F (t; 0) ≡ 0, F (t; 1) ≡ 1.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñõåìó 
0 −→ T1, ..., Tn

T1 −→ T2, T3, ..., Tn+1

T2 −→ T1, T3, ..., Tn+1

· · ·
Tn −→ T1, T2, ..., Tn−1, Tn+1

(2.3.8)

Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé Êîëìîãîðîâà äëÿ ýòîé ñõåìû

dF0

dt
= λ0(h0 (F1, F2, ..., Fn)− 1)F0,

dF1

dt
= λ1(h1 (F1, F2, ..., Fn+1)− F1),

· · ·

dFn

dt
= λn(hn (F1, F2, ..., Fn+1)− Fn),

dFn+1

dt
= 0,

(2.3.9)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

Fi(0; s1, ..., sn+1) = si, i = 1, ..., n

Òàê êàê äàííàÿ ñõåìà èìååò ñõîäñòâî ñ ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, òî ñðàçó
çàïèøåì å¼ â âèäå
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

dF0

dt
= λ0

(
n∑

j=1

p1
jFj − 1

)
F0,

dF1

dt
= λ1

(
n+1∑
j=2

p1
jFj − F1

)
,

· · ·

dFn

dt
= λn

(
n+1∑

j=1,j 6=i

p1
jFj − Fn

)
,

dFn+1

dt
= 0,

(2.3.10)

Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèåì ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ýòîé ñèñòåìû áóäåò

Fn+1 = sn+1.

À n óðàâíåíèé, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, áóäóò ðåøàòüñÿ òàêæå êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå.
Ñîîòâåòñòâåííî çàïèøåì.

Fi(t; s1, ..., sn+1) = Φi(t; s1, ..., sn+1).

È íàêîíåö, ðàññìîòðèì ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû

dF0

dt
= λ0

(
n∑

j=1

p1
jFj − 1

)
F0,

Ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ áóäåò ÿâëÿòüñÿ

F0(t; s1, ..., sn+1) = exp


t∫

0

λ0

(
n∑

j=1

p0
jΦj − 1

)
dτ

 ,

Â ðåçóëüòàòå ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ñõåìû (1) ïðèìåò âèä

Fα(t; s1, ..., sn+1) = Φα1
1 ...Φαn

n sn+1 exp


t∫

0

λ0

(
n∑

j=1

p0
jΦj − 1

)
dτ

 . (2.3.11)

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ñõåìû (2.3.8), íî òîëüêî ñ ïåðåìåííîé èíòåíñèâíîñòüþ
âõîäÿùåãî ïîòîêà λ0(t).
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
0 −→ T1, ..., Tn

T1 −→ T2, T3, ..., Tn+1

T2 −→ T1, T3, ..., Tn+1

· · ·
Tn −→ T1, T2, ..., Tn−1, Tn+1

Ýòîò ñëó÷àé àíàëîãè÷åí ñëó÷àþ (2.3.11). Ïîýòîìó ñðàçó çàïèøåì ïðîèçâîäÿùóþ
ôóíêöèþ

Fα(t; s1, ..., sn+1) = Φα1
1 ...Φαn

n sn+1 exp


t∫

t0

λ0(τ)

(
n∑

j=1

p0
jΦj − 1

)
dτ

 . (2.3.12)

2.3.2. Ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè.

Òåïåðü ñíîâà âåðíåìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ ñõåìû (2.3.1) è âòîðîãî óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà,
ñîîòâåòñòâóþùåé åé.

∂Fα(t; s1, ..., sn)

∂t
=

n∑
i=1

λi

(
n∑

j=1,i6=j

pi
jsj − si

)
∂Fα(t; s1, ..., sn)

∂si

,

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì Fα(0; s1, ..., sn) = sα1
1 ...sαn

n .
Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ýòî óðàâíåíèå ïî sk.

∂

∂sk

(
∂Fα(t; s1, ..., sn)

∂t

)
=

n∑
i=1

λi

(
n∑

j=1,i6=j

pi
j

∂sj

∂sk

− ∂si

∂sk

)
∂Fα(t; s1, ..., sn)

∂si

+

+
n∑

i=1

λi

(
n∑

j=1,i6=j

pi
jsj − si

)
∂2Fα(t; s1, ..., sn)

∂si∂sk

, (2.3.13)

Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ

Ai(t) = Mξi(t) =
∂Fξ(t, 1)

∂si

, è
n∑

j=1

pi
j = 1,

Ïîëó÷àåì

∂

∂sk

(
∂Fα(t; s1, ..., sn)

∂t

)
=

n∑
i=1

λi

(
n∑

j=1,i6=j

pi
jδjk − δik

)
∂Fα(t; s1, ..., sn)

∂si

+

+
n∑

i=1

λi

(
n∑

j=1,i6=j

pi
jsj − si

)
∂2Fα(t; s1, ..., sn)

∂si∂sk

,

ãäå δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà.
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dAk

dt
=

n∑
i=1

λi

(
n∑

j=1,i6=j

pi
jδjk − δik

)
Ai, k = 1, n. (2.3.14)

Èòàê ìû ïîëó÷èëè ñèñòåìó ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè
êîýôôèöèåíòàìè ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè Ak = αk. Çàéìåìñÿ òåïåðü âû÷èñëåíèåì
äèñïåðñèè.

Di(t) = Dξi(t) =
∂2Fα(t, 1)

∂s2
i

+
∂Fα(t, 1)

∂si

−
(

∂2Fα(t, 1)

∂s2
i

)2

.

Ïîëüçóÿñü (2.3.14), íàéäåì

∂2

∂sk∂sl

(
∂Fα(t; s1, ..., sn)

∂t

)
=

n∑
i=1

λi
∂

∂sl

(
n∑

j=1,i6=j

pi
jδjk − δik

)
∂Fα(t; s1, ..., sn)

∂si

+

+
n∑

i=1

λi

(
n∑

j=1,i6=j

pi
jδjk − δik

)
∂2Fα(t; s1, ..., sn)

∂si∂sl

+

+
n∑

i=1

λi
∂

∂sl

(
n∑

j=1,i6=j

pi
jsj − si

)
∂2Fα(t; s1, ..., sn)

∂si∂sk

+
n∑

i=1

λi

(
n∑

j=1,i6=j

pi
jsj − si

)
∂3Fα(t; s1, ..., sn)

∂si∂sk∂sl

,

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
∂2Fα

∂si∂sj

= Bij, â ðåçóëüòàòå ïðè s = 1 ïîëó÷àåì

dBkl(t)

dt
= 2

n∑
i=1

λi

(
n∑

j=1,i6=j

pi
jδjk − δik

)
Bil(t)+

+
n∑

i=1

λi

(
n∑

j=1,i6=j

pi
jδjl − δil

)
Bik(t), k = 1, n, l = 1, n. (2.3.15)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè Bkl(0) = αkαl. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
∂2Fα

∂si∂sj

=
∂2Fα

∂sj∂si

, ïîëó÷àåì

ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

ðàçìåðíîñòè
n(n + 1)

2
.

Di(t) = Bii(t) + Ai(t)− (Ai(t))
2 .

Îáðàòèìñÿ ê âû÷èñëåíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé è äèñïåðñèé äëÿ ñõåìû (2.3.8).
Åé ñîîòâåñòâóåò âòîðîå óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

∂Fα

∂t
=

n∑
i=1

λi

(
n+1∑

j=1,i6=j

pi
jsj − si

)
∂Fα

∂si

+ λ0

(
n∑

j=1

p0
jsj − 1

)
Fα,

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì Fα(0; s1, ..., sn+1) = sα1
1 ...s

αn+1

n+1 .
Ïðîèçâåäÿ íàä óðàâíåíèåì äåéñòâèÿ, àíàëîãè÷íûå (2.3.13), ïîëó÷èì ñèñòåìó

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ñõåìû (2.3.8).
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{
dAk

dt
=

n∑
i=1

λi

(
n+1∑

j=1,i6=j

pi
jδjk − δik

)
Ai + λ0

(
n∑

j=1

p0
jδjk

)
, k = 1, n + 1. (2.3.16)

Äëÿ äèñïåðñèé

dBkl(t)

dt
=

n∑
i=1

λi

(
n+1∑

j=1,i6=j

pi
jδjk − δik

)
Bil(t)+

+
n∑

i=1

λi

(
n+1∑

j=1,i6=j

pi
jδjl − δil

)
Bik(t)+

+λ0

(
n∑

j=1

p0
jδjk

)
∂Fα

∂sl

+ λ0

(
n∑

j=1

p0
jδjl

)
∂Fα

∂sk

, k = 1, n + 1, l = 1, n + 1. (2.3.17)
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2.3.3. Ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Ðàññìîòðèì ñõåìó (2.3.8). Àíàëîãè÷íî ñõåìå (2.2.1), íå áóäåì ó÷èòûâàòü ôèíàëüíûé
òèï, òîãäà äëÿ ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñî ñõåìîé âåðîÿòíîñòíûõ ïåðåõîäîâ (2.3.8)

0 −→ T1, ..., Tn

T1 −→ T2, T3, ..., 0
T2 −→ T1, T3, ..., 0
· · ·
Tn −→ T1, T2, ..., Tn−1, 0

(2.3.18)

áóäåò èìåòü ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå.
Ñèñòåìà óðàâíåíèé Êîëìîãîðîâà â ýòîì ñëó÷àå áóäåò âûãëÿäåòü

dF0

dt
= λ0(h0 (F1, F2, ..., Fn)− 1)F0,

dF1

dt
= λ1(h1 (F1, F2, ..., 1)− F1),

· · ·

dFn

dt
= λn(hn (F1, F2, ..., 1)− Fn),

(2.3.19)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

Fi(0; s1, ..., sn) = si, i = 1, ..., n

à åå ðåøåíèå

Fα(t; s1, ..., sn) = Φα1
1 ...Φαn

n exp


t∫

0

λ0

(
n∑

j=1

p0
jΦj − 1

)
dτ

 . (2.3.20)

Ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî çàïèñàòü

lim
t−→∞

Fα(t; s1, ..., sn) = f(s1, ..., sn).

f(s1, ..., sn) = ϕα1
1 ...ϕαn

n exp


∞∫

0

λ0

(
n∑

j=1

p0
jΦj − 1

)
dτ

 ,

ãäå
ϕi(s1, ..., sn) = lim

t−→∞
Φi(t, s1, ..., sn)

Ïðîâåäÿ íåêîòîðûå âûêëàäêè, ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì ôàêò, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå
ϕi(s1, ..., sn) = 1, òîãäà

f(s1, ..., sn) = exp


∞∫

0

λ0

(
n∑

j=1

p0
jΦj − 1

)
dτ

 . (2.3.21)
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Ãëàâà 3

Ñèñòåìà ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ ïîäâèæíûìè
ïðèáîðàìè. Ìåòîä ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

� 3.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.

Â ýòîé ãëàâå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî íåêîòîðûå çàäà÷è ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ,
àíàëîãè÷íûå çàäà÷àì, ðàññìîòðåííûì â ïóíêòå 0.1, ìîæíî ðåøàòü, èñïîëüçóÿ ìàðêîâñêèå
âåòâÿùèåñÿ ïðîöåññû ñ âçàèìîäåéñòâèåì [10]. Ïåðåéäåì ê ïîñòàíîâêå è ðàññìîòðåíèþ
òàêèõ çàäà÷.

Â ÑÌÎ ñ íåêîòîðîé èíòåíñèâíîñòüþ λ0 ïîñòóïàþò ïîñòóïàþò çàÿâêè, êîòîðûå
îáñëóæèâàþòñÿ ïîäâèæíûìè ïðèáîðàìè [8]. Òàêóþ çàäà÷ó ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùåé
ñõåìîé ïðåâðàùåíèé 

0 −→ T1

T1 + T2 −→ T3

T3 −→ T2 + T4

(3.1.1)

ãäå T1 � çàÿâêè â î÷åðåäè, ýëåìåíòû òèïà T2 � ïðèáîðû, T3 � çàÿâêè, íàõîäÿùèåñÿ â
îáðàáîòêå, T4 � îáñëóæåííûå çàÿâêè. Îïèøåì ýòîò ïðîöåññ ÷åðåç ñëó÷àéíûå âðåìåíà
íàõîæäåíèÿ è ñêà÷êè


(α1, α2, α3, α4) −→ (α1 + 1, α2, α3, α4), P{τα

1 < t} = 1− e−λ0t

(α1, α2, α3, α4) −→ (α1 − 1, α2 − 1, α3 + 1, α4), P{τα
2 < t} = 1− e−λ1α1α2t

(α1, α2, α3, α4) −→ (α1, α2 + 1, α3 − 1, α4 + 1), P{τα
3 < t} = 1− e−λ2α3t

τ j � ñëó÷àéíûå âðåìåíà íàõîæäåíèÿ â äàííîì ñîñòîÿíèè. Â êàæäûé ñëåäóþùèé ìîìåíò
âðåìåíè âçàèìîäåéñòâèå ïðîèñõîäèò ïî l-òîìó âàðèàíòó, äëÿ êîòîðîãî τ l = min{τ1, τ2, τ3τ4}

Çàïèøåì âòîðîå óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà â ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèÿõ äëÿ ñõåìû (3.1.1).

∂Fα(t; s1, s2, s3, s4)

∂t
= λ1(s3 − s1s2)

∂2Fα(t; s1, s2, s3, s4)

∂s1∂s2

+

+λ2(s2s4 − s3)
∂Fα(t; s1, s2, s3, s4)

∂s3

+ λ0(s1 − 1)Fα(t; s1, s2, s3, s4) (3.1.2)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì Fα(0; s1, s2, s3, s4) = sα1
1 sα2

2 . Çäåñü α2 ðàâíî íà÷àëüíîìó êîëè÷åñòâó
çàÿâîê â ÑÌÎ, α2 ðàâíî êîëè÷åñòâó ïîäâèæíûõ ïðèáîðîâ â ÑÌÎ.

Ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ìîæíî íàéòè ïðèáëèæåííî, ðåøèâ ñèñòåìó óðàâíåíèé
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

dA1

dt
= −λ1A1A2 + λ0,

dA2

dt
= −λ1A1A2 − λ2A3,

dA3

dt
= λ1A1A2 − λ2A3,

dA4

dt
= λ2A3.

(3.1.3)

çäåñü ââèäó òîãî, ÷òî ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ïî si ñèñòåìà íå ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî
ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà, èñïîëüçóåì äëÿ îïèñàíèÿ äåòåðìèíèðîâàííîé

ìîäåëè ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå
∂2Fα

∂s1∂s2

≈ A1A2

Îòëè÷èå ýòîé ÑÌÎ îò ïðîñòåéøåé n-êàíàëüíîé ñèñòåìû, ðàññìîòðåííîé â 0.1 ñîñòîèò
â òîì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå çàÿâêà, ïîïàäàþùàÿ â ñèñòåìó (ïåðåõîä 0 −→ T1), íå
ñðàçó çàíèìàåò ñâîáîäíûé êàíàë, åñëè îí åñòü â íàëè÷èè êîíå÷íî, à ÷åðåç íåêîòîðîå
ñëó÷àéíîå âðåìÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñâîáîäíûé ïðèáîð (èëè îñâîáîäèâøèéñÿ) èùåò çàÿâêó
â ñèñòåìå, íà ÷òî ñîîòâåòñòâåííî íóæíî êàêîå-òî âðåìÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî ñêîðîñòü ïåðåõîäà
íà îáñëóæèâàíèå (T1 + T2 −→ T3) çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà ñâîáîäíûõ ïðèáîðîâ è çàÿâîê â
ÑÌÎ, à òàêæå îò èíòåñèâíîñòè ïåðåõîäà íà îáñëóæèâàíèå λ1. Â ýòîé ãëàâå áóäåò ïîêàçàíà
ñõîäèìîñòü ðåøåíèÿ ñõåìû (3.1.1) ê ðåøåíèþ ïðîñòåéøåé n-êàíàëüíîé ñèñòåìû (0.2) ïðè
λ1 −→∞.
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� 3.2. Èññëåäîâàíèå íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è

Ââèäó ñëîæíîñòè óðàâíåíèÿ (3.1.2) áóäåò èññëåäîâàòü çàäà÷ó ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî,
àëãîðèòì êîòîðîãî îïèñàí â ï. 1.1.6. Äëÿ ýòîãî ïðîâîäèëàñü ìíîãîêðàòíàÿ èìèòàöèÿ
(ðåàëèçàöèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà) ðàáîòû ÑÌÎ íà âðåìåííîì ïðîìåæóòêå [0, T ]. Ïî
äàííûì ýòèõ âû÷èñëåíèé áûëè ïîëó÷åíû îöåíêè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè.

Ðèñ 3.1

�� ðåàëèçàöèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà,
�� ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå Ai(t),

�� Ai(t) +
√

Di(t),

�� Ai(t)−
√

Di(t)
Ïàðàìåòðû èíòåñèâíîñòè: λ0 = 7, λ1 = 5, λ2 = 1.

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ: êîëè÷åñòâî çàÿâîê � 20, êîëè÷åñòâî ïðèáîðîâ � 10.
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Ðèñ 3.2

�� ðåàëèçàöèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà,
�� ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå Ai(t),

�� Ai(t) +
√

Di(t),

�� Ai(t)−
√

Di(t)
Ïàðàìåòðû èíòåñèâíîñòè: λ0 = 7, λ1 = 5, λ2 = 1.

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ: êîëè÷åñòâî çàÿâîê � 50, êîëè÷åñòâî ïðèáîðîâ � 20.
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Ðèñ 3.3

�� ðåàëèçàöèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà,
�� ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå Ai(t),

�� Ai(t) +
√

Di(t),

�� Ai(t)−
√

Di(t)
Ïàðàìåòðû èíòåñèâíîñòè: λ0 = 10, λ1 = 5, λ2 = 1.

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ: êîëè÷åñòâî çàÿâîê � 30, êîëè÷åñòâî ïðèáîðîâ � 20.
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Ðèñ 3.4

�� ðåàëèçàöèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà,
�� ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå Ai(t),

�� Ai(t) +
√

Di(t),

�� Ai(t)−
√

Di(t)
Ïàðàìåòðû èíòåñèâíîñòè: λ0 = 8, λ1 = 5, λ2 = 1.

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ: êîëè÷åñòâî çàÿâîê � 0, êîëè÷åñòâî ïðèáîðîâ � 10.

Çäåñü ïðåäñòàâëåíû ÷èñëåííûå îöåíêè ïî ìåòîäó Ìîíòå-Êàðëî õàðàêòåðèñòèê
ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ñ âçàèìîäåéñòâèåì è ñõåìîé ïðåâðàùåíèé (3.1.1), ÿâëÿþùåãîñÿ
ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ ïîäâèæíûìè ïðèáîðàìè,
ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ âõîäíûõ äàííûõ. Íà ãðàôèêàõ ïðåäñòàâëåí ðåçóëüòàò
âû÷èñëåíèé ñðåäíåãî è äèñïåðñèè ïî 1000 ðåàëèçàöèé.
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� 3.3. Èññëåäîâàíèå ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé îöåíêè âåðîÿòíîñòè íàõîæäåíèÿ ñèñòåìû â äàííîì ñîñòîÿíèè ïðè
ðàáîòå â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî. Â ðåçóëüòàòå ïðîèçâåäÿ
âû÷èñëåíèå 1000 ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, ïîëó÷èì âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå
çàíÿòîñòè ÑÌÎ ñî ñõåìîé ïåðåõîäîâ (3.1.1).

Íà êàæäîì ðèñóíêå âåðõíÿÿ ãèñòîãðàììà � ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé äëèíû
î÷åðåäè, ïîëó÷åííûõ ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî, íèæíÿÿ ãèñòîãðàììà � ðàñïðåäåëåíèå
çàíÿòîñòè ïîäâèæíûõ ïðèáîðîâ. Êðàñíûå òî÷êè � ðàñ÷åò ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé
äëÿ ïðîñòåéøåé n-êàíàëüíîé ÑÌÎ ïî ôîðìóëàì (0.2)

Ðèñ 3.5

Äëÿ ÑÌÎ ñ ïîäâèæíûìè ïðèáîðàìè: ïðèáîðîâ � 3, λ0 = 2, λ1 = 1200,λ3 = 1.
Äëÿ n-êàíàëüíîé ÑÌÎ: êàíàëîâ � 3, λ = 2,µ = 1.
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Ðèñ 3.6

Äëÿ ÑÌÎ ñ ïîäâèæíûìè ïðèáîðàìè: ïðèáîðîâ � 3, λ0 = 2.7, λ1 = 1200,λ3 = 1.
Äëÿ n-êàíàëüíîé ÑÌÎ: êàíàëîâ � 3, λ = 2.7,µ = 1.

Ðèñ 3.7

Äëÿ ÑÌÎ ñ ïîäâèæíûìè ïðèáîðàìè: ïðèáîðîâ � 3, λ0 = 2.7, λ1 = 3,λ3 = 1.
Äëÿ n-êàíàëüíîé ÑÌÎ: êàíàëîâ � 3, λ = 2.7,µ = 1.
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Ðèñ 3.8

Äëÿ ÑÌÎ ñ ïîäâèæíûìè ïðèáîðàìè: ïðèáîðîâ � 7, λ0 = 6.6, λ1 = 6,λ3 = 1.
Äëÿ n-êàíàëüíîé ÑÌÎ: êàíàëîâ � 7, λ = 6.6,µ = 1.

Íà ðèñ. 3.7, 3.8 çàìåòíî íåêîòîðîå "çàïàçäûâàíèå"ñèñòåìû (3.1.1) ïî ñðàâíåíèþ
ñ êëàññè÷åñêîé ÑÌÎ. Ýòî âûçâàíî ìåäëåííûì ïåðåõîäîì íà îáñëóæèâàíèå (λ1 =
3, 6)ñðàâíèòåëüíî c ðàñ÷åòàìè äðóãèõ ñèñòåì (ðèñ. 3.5,3.6; λ1 = 1200, òî åñòü çàÿâêà
çàíèìàåò ïðèáîð ïî÷òè ìãíîâåííî). Òî åñòü ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ (3.1.1)
ñõîäèòñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ êëàññè÷åñêîé ÑÌÎ ëó÷øå. Àíàëîãè÷íûå ýôôåêòû ïîëó÷åíû â
ðàñ÷åòàõ ïðè äðóãèõ ïàðàìåòðàõ, ïîýòîìó ìîæíî ãîâîðèòü î ñõîäèìîñòè ñòàöèîíàðíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ÑÌÎ (3.1.1) ê ðàñïðåäåëåíèþ êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû ïðè λ1 −→∞.
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Ðèñ 3.9

Äëÿ ÑÌÎ ñ ïîäâèæíûìè ïðèáîðàìè: ïðèáîðîâ � 7, λ0 = 6.6, λ1 = 1200,λ3 = 1.
Äëÿ n-êàíàëüíîé ÑÌÎ: êàíàëîâ � 7, λ = 6.6,µ = 1.

Ðèñ 3.10

Äëÿ ÑÌÎ ñ ïîäâèæíûìè ïðèáîðàìè: ïðèáîðîâ � 7, λ0 = 3, λ1 = 1200,λ3 = 1.
Äëÿ n-êàíàëüíîé ÑÌÎ: êàíàëîâ � 7, λ = 3,µ = 1.
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Ðèñ 3.11

Äëÿ ÑÌÎ ñ ïîäâèæíûìè ïðèáîðàìè: ïðèáîðîâ � 7, λ0 = 5, λ1 = 6,λ3 = 1.
Äëÿ n-êàíàëüíîé ÑÌÎ: êàíàëîâ � 7, λ = 5,µ = 1.

Ðèñ 3.12

Äëÿ ÑÌÎ ñ ïîäâèæíûìè ïðèáîðàìè: ïðèáîðîâ � 10, λ0 = 9, λ1 = 1200,λ3 = 1.
Äëÿ n-êàíàëüíîé ÑÌÎ: êàíàëîâ � 10, λ = 9,µ = 1.
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Ðèñ 3.13

Äëÿ ÑÌÎ ñ ïîäâèæíûìè ïðèáîðàìè: ïðèáîðîâ � 10, λ0 = 6, λ1 = 1200,λ3 = 1.
Äëÿ n-êàíàëüíîé ÑÌÎ: êàíàëîâ � 10, λ = 6,µ = 1.
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Âûâîäû.

Äèïëîìíûé ïðîåêò ïîñâÿùåí àíàëèòè÷åñêîìó è ÷èñëåííîìó èññëåäîâàíèþ ñèñòåì
ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ ïîäâèæíûìè ýëåìåíòàìè. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ èñïîëüçîâàëñÿ
ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò ìàðêîâñêèõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Ðàññìîòðåíû ìåòîäû
ïîëó÷åíèÿ ÿâíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Êîëìîãîðîâà äëÿ ÑÌÎ ñ çàäàííûìè ñõåìàìè
âåðîÿòíîñòíûõ ïåðåõîäîâ.

Â ãëàâå 2 ïîëó÷åíû ÿâíûå ðåøåíèÿ âòîðîãî óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà (íåñòàöèîíàðíîãî)
äëÿ ñèñòåìû ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ òðåìÿ òèïàìè ÷àñòèö è íàéäåíû ñòàöèîíàðíûå
âåðîÿòíîñòè äëÿ äàííîé ñèñòåìû. Òàêæå ðàññìîòðåí ìåòîä ïîëó÷åíèÿ ÿâíûõ ðåøåíèé äëÿ
îáîáùåííûõ ñõåì (ÑÌÎ ñ n-òèïàìè ïîäâèæíûõ çàÿâîê) è ìåòîä íàõîæäåíèÿ ÷èñëîâûõ
õàðàêòåðèñòèê (ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ) ýòèõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ,
ïîëó÷åíî ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé.

Â ãëàâå 3 ðàññìîòðåí ìåòîä ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñèñòåì ìàññîâîãî
îáñëóæèâàíèÿ ñ ïîäâèæíûìè ïðèáîðàìè (ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî). Áûëè ïîëó÷åíû îöåíêè
÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà äëÿ ÑÌÎ ñî ñõåìîé ïåðåõîäîâ
(3.1.1), à òàêæå ïîêàçàíà ñõîäèìîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé ýòîé
ñèñòåìû ê ðàñïðåäåëåíèþ âåðîÿòíîñòåé êëàññè÷åñêîé n-êàíàëüíîé ñèñòåìû ìàññîâîãî
îáñëóæèâàíèÿ ïðè λ1 −→∞, òî åñòü ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî
àïïàðàòà ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ ñ âçàèìîäåéñòâèåì äëÿ êëàññè÷åñêèõ ÑÌÎ.
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Ãëàâà 4

Îðãàíèçàöèÿ è ïëàíèðîâàíèå íàó÷íî�èññëåäîâàòåëüñêîé
ðàáîòû
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Îðãàíèçàöèÿ è ïëàíèðîâàíèå íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîé ðàáîòû (ÍÈÐ) âêëþ÷àåò
ðàñ÷åò òðóäîåìêîñòè ýòàïîâ ÍÈÐ, îïðåäåëåíèå ïðîäîëæèòåëüíîñòè âûïîëíåíèÿ ýòèõ
ýòàïîâ, ñîñòàâëåíèå ãðàôèêà õîäà âûïîëíåíèÿ ÍÈÐ, à òàêæå ïðåäóñìàòðèâàåòñÿ
ñîñòàâëåíèå ñõåìû çàòðàò íà ÍÈÐ [14].

Ðàñ÷åò òðóäîåìêîñòè ÍÈÐ

Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêóþ ðàáîòó ìîæíî óñëîâíî ðàçáèòü íà íåñêîëüêî ýòàïîâ:

1) Óòâåðæäåíèå çàäàíèÿ íà ïðîåêò (ïîñòàíîâêà çàäà÷è)

2) Âûáîð íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèÿ (ïîäáîð ëèòåðàòóðû, èçó÷åíèå òåîðèè âåòâÿùèõñÿ
ïðîöåññîâ, ðàçðàáîòêà ìåòîäèêè èññëåäîâàíèÿ)

3) Ïîäãîòîâêà ýêñïåðèìåíòàëüíîé áàçû (íàïèñàíèå ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà,
ïðåäíàçíà÷åííîãî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåàëèçàöèé èññëåäóåìûõ âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ)

4) Òåîðåòè÷åñêèå è ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ (àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå
âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ: ïîèñê òî÷íûõ ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèñòåì
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Êîëìîãîðîâà, ýêñïåðèìåíòàëüíîå ìîäåëèðîâàíèå
âåòâÿùèõñÿ ïðîöåññîâ ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû, ñîïîñòàâëåíèå àíàëèòè÷åñêèõ è
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ)

5) Îáîáùåíèå è îöåíêà ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ (áåçîïàñíîñòü, òðóäîåìêîñòü è
ñåáåñòîèìîñòü ÍÈÐ, îôîðìëåíèå ïðîåêòà)

Äëÿ ðàñ÷åòà òðóäîåìêîñòè ýòàïîâ ïðèìåíèì ìåòîä ýêñïåðòíûõ îöåíîê. Ïóñòü ÷èñëî
ýêñïåðòîâ ðàâíî øåñòè. Êàæäûé ýêñïåðò âûñêàçûâàåò ñâîå ìíåíèå î òðóäîåìêîñòè
êàæäîãî èç ýòàïîâ, íàçûâàÿ ìèíèìàëüíîå tmin è ìàêñèìàëüíîå tmax çíà÷åíèå òðóäîåìêîñòè
(ñì. òàáë. 4.1). Îæèäàåìîå çíà÷åíèå òðóäîåìêîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

tîæ =
3tmin + 2tmax

5
.

Ïðîäîëæèòåëüíîñòü ýòàïà â ðàáî÷èõ äíÿõ ðàâíà tñð/R, ãäå tñð è R � ñîîòâåòñòâåííî
ñðåäíåå çíà÷åíèå òðóäîåìêîñòè è ÷èñëî èñïîëíèòåëåé íà äàííîì ýòàïå ðàáîòû.
Ïðîäîëæèòåëüíîñòü ýòàïà â êàëåíäàðíûõ äíÿõ îïðåäåëÿåòñÿ êàê Kêtñð/R, ãäå Kê =
365/250 � êîýôôèöèåíò äëÿ ïåðåâîäà ðàáî÷èõ äíåé â êàëåíäàðíûå. Äàííûå î
ïðîäîëæèòåëüíîñòè ýòàïîâ ðàáîòû ïðèâåäåíû â òàáëèöå 4.2.

Ïîñòðîèì êàëåíäàðíûé ïëàí�ãðàôèê ðàáîò (ñì. òàáë. 4.3).
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Òàáëèöà 4.1. Äàííûå ýêñïåðòîâ î òðóäîåìêîñòè ýòàïîâ ÍÈÐ
Ýòàïû
ÍÈÐ

Çíà÷åíèÿ òðóäîåìêîñòè tmin, tmax

è tîæ, ÷åë.-äí. (6 ýêñïåðòîâ)
Ñðåäíÿÿ òðóäîåìêîñòü,

÷åë.-äí.
1 2 3 4 5 6

tmin 2 1 1 2 1 1
1 tmax 5 4 3 4 2 3

tîæ 3,2 2,2 1,8 2,8 1,4 1,8 2,2
tmin 12 13 14 10 11 13

2 tmax 19 17 22 14 18 18
tîæ 14,8 15,0 17,2 11,6 15,8 15,0 15
tmin 5 6 6 7 5 7

3 tmax 9 11 10 12 8 11
tîæ 6,6 8,0 7,6 9,0 6,2 8,6 7,6
tmin 50 55 54 60 58 57

4 tmax 58 62 59 66 63 64
tîæ 53,2 57,8 56,0 62,4 60,0 59,8 58,2
tmin 11 10 13 9 10 11

5 tmax 14 12 15 11 12 12
tîæ 12,2 10,4 13,4 9,4 10,4 11,2 11,2

Òàáëèöà 4.2. Ïðîäîëæèòåëüíîñòè ýòàïîâ ÍÈÐ
Ýòàïû Ñðåäíÿÿ òðóäîåìêîñòü Êîëè÷åñòâî Ïðîäîëæèòåëüíîñòü
ÍÈÐ ÷åë.-äí. èñïîëíèòåëåé, ÷åë. ðàá.-äí. êë.-äí.
1 2,2 2 2 2
2 15 1 15 22
3 7,6 1 8 11
4 58,2 1 59 85
5 11,2 1 11 16

Âñåãî 94,2 94 136

Ðàñ÷åò ñåáåñòîèìîñòè ÍÈÐ

Ìàòåðèàëû è êîìïëåêòóþùèå

Çàòðàòû ñîñòîÿò èç ñòîèìîñòè ìàòåðèàëîâ è òðàíñïîðòíî�çàãîòîâèòåëüíûõ ðàñõîäîâ.
Ðàñ÷åòû ïî äàííîé ñòàòüå çàòðàò ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 4.4.

Çàòðàòû íà àìîðòèçàöèþ îáîðóäîâàíèÿ

Çàòðàòû íà àìîðòèçàöèþ îáîðóäîâàíèÿ ñîñòàâëÿþò 12,5% îò ñòîèìîñòè îáîðóäîâàíèÿ
â ãîä. Îáîðóäîâàíèå (êîìïüþòåð è ïðèíòåð) îáùåé ñòîèìîñòüþ 24000 ð. èñïîëüçîâàëîñü â
òå÷åíèè 30 äíåé. Êîëè÷åñòâî ðàáî÷èõ äíåé â ãîäó ðàâíî 250. Ñëåäîâàòåëüíî, çàòðàòû íà
àìîðòèçàöèþ ñîñòàâëÿþò

CA = 0, 125 · 24000 · 30

250
= 360 ð.
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Òàáëèöà 4.3. Ïëàí�ãðàôèê âûïîëíåíèÿ ðàáîò
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Òàáëèöà 4.4. Ìàòåðèàëû è êîìïëåêòóþùèå
Íàèìåíîâàíèå

ðàñõîäîâ
Åäèíèöà
èçìåðåíèÿ

Êîë-âî
Öåíà çà

åäèíèöó, ð.
Ñóììà, ð.

1
Áóìàãà,

ôîðìàò À4
ïà÷êà 1 130 130

2 Äèñêåòû øò 2 15 30

3
Êàðòðèäæ äëÿ

ïðèíòåðà
øò 1 1700 1700

Âñåãî: 1860
Òðàíñïîðòíûå

ðàñõîäû
14 % îò (1+2+3) 260

Èòîãî: 2120

Çàòðàòû íà ýëåêòðîýíåðãèþ

Âðåìÿ ðàáîòû çà êîìïüþòåðîì ñîñòàâëÿåò 180 ÷. (30 äíåé ïðè 6-÷àñîâîì ðàáî÷åì äíå.
Ìîùíîñòü êîìïüþòåðà ñîñòàâëÿåò 0,3 êÂò; òàðèô íà ýëåêòðîýíåðãèþ ðàâåí 0,96 ð./êÂò·÷.
Ñ ó÷åòîì ïîïðàâî÷íîãî êîýôôèöèåíòà 1,15 çàòðàòû íà ýëåêòðîýíåðãèþ ñîñòàâëÿþò

CÝ = 1, 15 · 180 · 0, 3 · 0, 96 = 52 ð.

Ôîíä îïëàòû òðóäà

Îêëàä íàó÷íîãî ñîòðóäíèêà ñîñòàâëÿåò 2000 ð., à ñòàðøåãî íàó÷íîãî ñîòðóäíèêà � 6000
ð. (ÃÍÈÈ ÀÏÏ îò 01/03/2002). Íà ðàçðàáîòêó ÍÈÐ íàó÷íîìó ñîòðóäíèêó ïîòðåáîâàëîñü
94 ðàáî÷èõ äíåé, à ñòàðøåìó íàó÷íîìó ñîòðóäíèêó � 2 äíÿ. Ñ÷èòàÿ, ÷òî â ìåñÿöå 21,8
ðàáî÷èõ äíåé, îïðåäåëÿåì îñíîâíîé ôîíä îïëàòû òðóäà:

Lîñí = 2000 · 94

21, 8
+ 6000 · 2

21, 8
= 9174 ð.

Äîïîëíèòåëüíûé ôîíä îïëàòû òðóäà ñîñòàâëÿåò 43% îò îñíîâíîãî ôîíäà (ÃÍÈÈ ÀÏÏ
îò 01/03/2002), Läîï = 3945 ð.

Íàëîãè

Åäèíûé ñîöèàëüíûé íàëîã è íàëîã íà íåñ÷àñòíûå ñëó÷àè è ðèñêè æèçíè â
ñóììå ñîñòàâëÿþò 26% îò ñóììû îñíîâíîãî è äîïîëíèòåëüíîãî ôîíäîâ îïëàòû òðóäà,
CH = 3411 ð.

Íàêëàäíûå ðàñõîäû

Ê íàêëàäíûì ðàñõîäàì îòíîñÿòñÿ ðàñõîäû ïî óïðàâëåíèþ è îáñëóæèâàíèþ îòäåëà
ðàçðàáîòêè è ñîñòàâëÿþò 28% îò îñíîâíîãî ôîíäà îïëàòû òðóäà (ÃÍÈÈÀÏÏ îò 01/03/2002),
CHP = 2569 ð.
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Ïðîèçâîäñòâåííàÿ ñåáåñòîèìîñòü ÍÈÐ

Ñóììèðóÿ âñå çàòðàòû, îïðåäåëèì ïðîèçâîäñòâåííóþ ñåáåñòîèìîñòü (ñåáåñòîèìîñòü
ÍÈÐ). Ïåðå÷åíü çàòðàò ïðåäñòàâëåí â òàáë. 4.5.

Òàáëèöà 4.5. Ñòðóêòóðà çàòðàò
Ñòàòüÿ çàòðàò Ñóììà, ð. Äîëÿ, % Ïðèìå÷àíèå

1 Ìàòåðèàëû è êîìïëåêòóþùèå 2120 9,80
2 Çàòðàòû íà àìîðòèçàöèþ îáîðóäîâàíèÿ 360 1,66
3 Çàòðàòû íà ýëåêòðîýíåðãèþ 52 0,24
4 Îñíîâíîé ôîíä îïëàòû òðóäà 9174 42,41
5 Äîïîëíèòåëüíûé ôîíä îïëàòû òðóäà 3945 18,24 43% îò (4)
6 Íàëîãè (ÅÑÍ + ÍÍÑèÐÆ) 3411 15,77 26% îò (4+5)
7 Íàêëàäíûå ðàñõîäû 2569 11,88 28% îò (4)
8 Ñåáåñòîèìîñòü ÍÈÐ: 21631 100

Òàêèì îáðàçîì, ñåáåñòîèìîñòü ÍÈÐ ñîñòàâëÿåò 21631 ð.
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Ãëàâà 5

Ïðîìûøëåííàÿ ýêîëîãèÿ è áåçîïàñíîñòü

Ðàáîòà îïåðàòîðîâ, ïðîãðàììèñòîâ è ïîëüçîâàòåëåé íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíà ñ êîìïüþòåðàìè,
à ñëåäîâàòåëüíî, ñ äîïîëíèòåëüíûìè âðåäíûìè âîçäåéñòâèÿìè öåëîé ãðóïïû ôàêòîðîâ,
÷òî ñóùåñòâåííî ñíèæàåò ïðîèçâîäèòåëüíîñòü èõ òðóäà. Èçó÷åíèå è ðåøåíèå ïðîáëåì,
ñâÿçàííûõ ñ îáåñïå÷åíèåì çäîðîâûõ è áåçîïàñíûõ óñëîâèé, â êîòîðûõ ïðîòåêàåò òðóä
÷åëîâåêà � îäíà èç íàèáîëåå âàæíûõ çàäà÷ â ðàçðàáîòêå íîâûõ òåõíîëîãèé è ñèñòåì
ïðîèçâîäñòâà.

� 1. Àíàëèç âðåäíûõ ôàêòîðîâ íà ðàáî÷åì ìåñòå èíæåíåðà�ðàñ÷åò÷èêà

Øóì

Øóì îïðåäåëÿþò êàê ñîâîêóïíîñòü àïåðèîäè÷åñêèõ çâóêîâ ðàçëè÷íîé èíòåíñèâíîñòè è
÷àñòîòû. Îêðóæàþùèå ÷åëîâåêà øóìû èìåþò ðàçíóþ èíòåíñèâíîñòü: ðàçãîâîðíàÿ ðå÷ü �
50...60 äÁ À, øóì â îáû÷íîé êâàðòèðå � 30...40 äÁ À. Ïðè âûïîëíåíèè îñíîâíîé ðàáîòû
íà ÏÝÂÌ óðîâåíü øóìà íà ðàáî÷åì ìåñòå íå äîëæåí ïðåâûøàòü 50 äÁ À. Ñíèçèòü
óðîâåíü øóìà ìîæíî èñïîëüçîâàíèåì çâóêîïîãëîùàþùèõ ìàòåðèàëîâñ ìàêñèìàëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè çâóêîïîãëîùåíèÿ â îáëàñòè ÷àñòîò 31,5 � 8000 Ãö.

Òàáëèöà 5.1. Äîïóñòèìûå óðîâíè çâóêîâîãî äàâëåíèÿ
×àñòîòà,

Ãö
31,5 63 125 250 500 1000 2000 4000 8000

Ýêâèâ. óðîâ.
øóìà, äÁ

Óðîâåíü
øóìà, äÁ

86 71 61 54 49 45 42 40 38 50

Íîðìèðóåìûå ïàðàìåòðû øóìà íà ðàáî÷èõ ìåñòàõ îïðåäåëåíû ÃÎÑÒ 12.1.003�83 è
Ñàíèòàðíûìè íîðìàìè ÑÍ 2.2.4/2.1.8.562�96 "Øóì íà ðàáî÷èõ ìåñòàõ, â â ïîìåùåíèÿõ
æèëûõ. îáùåñòâåííûõ çäàíèé è íà òåððèòîðèè æèëîé çàñòðîéêè". Äîêóìåíòû äàþò êëàññèôèêàöèþ
øóìîâ ïî ñïåêòðó íà øèðîêîïîëîñíûå è òîíàëüíûå, à ïî âðåìåííûì õàðàêòåðèñòèêàì � íà
ïîñòîÿííûå è íåïîñòîÿííûå. Äëÿ íîðìèðîâêè ïîñòîÿííûõ øóìîâ ïðèìåíÿþò äîïóñòèìûå
óðîâíè çâóêîâîãî äàâëåíèÿ (ÓÇÄ) â äåâÿòè îêòàâíûõ ïîëîñàõ ÷àñòîò (òàáëèöà 5.1) â
çàâèñèìîñòè îò âèäà ïðîèçâîäñòâåííîé äåÿòåëüíîñòè. Äëÿ äàííûõ, ïðèâåäåííûõ â òàáëèöå
5.1, â êà÷åñòâå ðàáî÷èõ ìåñò âçÿòû ïîìåùåíèÿ êîíñòðóêòîðñêèõ áþðî, ðàñ÷åò÷èêîâ, ïðîãðàììèñòîâ
âû÷èñëèòåëüíûõ ìàøèí, ëàáîðàòîðèé äëÿ òåîðåòè÷åñêèõ ðàáîò.
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Âèáðàöèÿ

Ìàëûå ìåõàíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, âîçíèêàþùèå â óïðóãèõ òåëàõ èëè òåëàõ, íàõîäÿùèõñÿ
ïîä âîçäåéñòâèåì ïåðåìåííîãî ôèçè÷åñêîãî ïîëÿ, íàçûâàþò âèáðàöèåé. Âèáðàöèÿ îòíîñèòñÿ
ê ôàêòîðàì, îáëàäàþùèì âûñîêîé áèîëîãè÷åñêîé àêòèâíîñòüþ. Âûðàæåííîñòü îòâåòíûõ
ðåàêöèé îáóñëàâëèâàåòñÿ ãëàâíûì îáðàçîì ñèëîé ýíåðãåòè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ è áèîìåõàíè÷åñêèìè
ñâîéñòâàìè ÷åëîâå÷åñêîãî òåëà êàê ñëîæíîé êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû. Ìîùíîñòü êîëåáàòåëüíîãî
ïðîöåññà â çîíå êîíòàêòà è âðåìÿ ýòîãî êîíòàêòà ÿâëÿþòñÿ ãëàâíûìè ïàðàìåòðàìè, îïðåäåëÿþùèìè
ðàçâèòèå âèáðàöèîííûõ ïàòîëîãèé, ñòðóêòóðà êîòîðûõ çàâèñèò îò ÷àñòîòû è àìïëèòóäû
êîëåáàíèé, ïðîäîëæèòåëüíîñòè âîçäåéñòâèÿ, ìåñòà ïðèëîæåíèÿ è íàïðàâëåíèÿ îñè âèáðàöèîííîãî
âîçäåéñòâèÿ, äåìïôèðóþùèõ ñâîéñòâ òêàíåé, ÿâëåíèé ðåçîíàíñà è äðóãèõ óñëîâèé. Äîïóñòèìûå
óðîâíè âèáðàöèè, óñëîâèÿ è ïðàâèëà èõ èçìåðåíèé ðåãëàìåíòèðóþòñÿ ñàíèòàðíûìè íîðìàìè
ÑÍ 2.2.4/2.18.566 � 96. Îñíîâíûìè íîðìèðóåìûìè ïàðàìåòðàìè âèáðàöèè ÿâëÿþòñÿ ñðåäíèå
êâàäðàòè÷íûå âåëè÷èíû óðîâíåé âèáðîñêîðîñòè è âèáðîóñêîðåíèÿ â îêòàâíûõ ïîëîñàõ
÷àñòîò. Äîïóñòèìûå íîðìû âèáðàöèè íà âñåõ ðàáî÷èõ ìåñòàõ ñ ÏÝÂÌ ïðèâåäåíû â òàáëèöå
5.2.

Òàáëèöà 5.2. Äîïóñòèìûå íîðìû âèáðàöèè íà ðàáî÷èõ ìåñòàõ ñ ÏÝÂÌ.
Ñðåäíåãåîìåòðè÷åñêèå Äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ
÷àñòîòû ïîëîñ, Ãö ïî âèáðîóñêîðåíèþ ïî âèáðîñêîðîñòè

ì/ñ2 äÁ ì/ñ2 äÁ
2 53 25 45 79
4 53 25 22 73
8 53 25 11 67
16 10 31 11 67
31,5 21 37 11 67
63 42 43 11 67

Îñâåùåíèå

Îñâåùåíèå � îäèí èç âàæíåéøèõ ôàêòîðîâ, âëèÿþùèõ íà ïîëüçîâàòåëÿ ÏÝÂÌ, ò.ê.
ðàáîòà ïîëüçîâàòåëÿ ñâÿçàíà ñ âîñïðèÿòèåì èíôîðìàöèè. Çðèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ ñîñòàâëÿåò
80 ïðîöåíòîâ îò îáùåãî îáúåìà. Ïðàâèëüíîå îñâåùåíèå ïîâûøàåò ïðîèçâîäèòåëüíîñòü
òðóäà. Èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè õîðîøåì îñâåùåíèè ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà
ïîâûøàåòñÿ ïðèìåðíî íà 15 ïðîöåíòîâ.

Â ïîìåùåíèÿõ èñïîëüçóåòñÿ åñòåñòâåííîå è èñêóññòâåííîå îñâåùåíèå.
Åñòåñòâåííîå îñâåùåíèå ïðåäïîëàãàåò ïðîíèêíîâåíèå âíóòðü ñîëíå÷íîãî ñâåòà ÷åðåç

îêíà è ðàçëè÷íîãî òèïà ñâåòîïðîåìû. Êà÷åñòâî åñòåñòâåííîãî îñâåùåíèÿ âíóòðè ïîìåùåíèÿ
îïðåäåëÿåò êîýôôèöèåíòKo, êîòîðûé ðàññ÷èòûâàåòñÿ êàê îòíîøåíèå çàñòåêëåííîé ïîâåðõíîñòè
ê ïëîùàäè ïîëà. Îñâåùåíèå ïîìåùåíèé íîðìèðóåòñÿ. Ñîãëàñíî óñòàíîâëåííûì íîðìàòèâàì
ñâåòîâîé êîýôôèöèåíò êîëåáëåòñÿ îò 0,10 äî 0,20. Îäíàêî îöåíêà åñòåñòâåííîé îñâåùåííîñòè
ïî ñâåòîâîìó êîýôôèöèåíòó íåäîñòàòî÷íà, òàê êàê ïðè ýòîì íå ó÷èòûâàþòñÿ ôàêòîðû,
âëèÿþùèå íà åñòåñòâåííóþ îñâåùåííîñòü (ðàñïîëîæåíèå îêîí, ðàáî÷èõ ìåñò âíóòðè ïîìåùåíèÿ.
âûñîòà è ðàñïîëîæåíèå ïðîòèâîïîëîæíûõ çäàíèé è ò.ï.). Ïîýòîìó äëÿ îöåíêè åñòåñòâåííîé
îñâåùåííîñòè èñïîëüçóþò êîýôôèöèåíò åñòåñòâåííîé îñâåùåííîñòèKeo, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò
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ñîáîé îòíîøåíèå îñâåùåííîñòè â çàäàííîé òî÷êå ïîìåùåíèÿ ê îäíîâðåìåííî èçìåðåííîé
îñâåùåííîñòè íàðóæíîé òî÷êè, íàõîäÿùåéñÿ íà ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè, îñâåùåííîé
ðàññåÿííûì ñâåòîì îòêðûòîãî íåáîñâîäà.

Åñòåñòâåííîå îñâåùåíèå � íàèáîëåå áëàãîïðèÿòíîå äëÿ ÷åëîâåêà, îäíàêî îíî íå ìîæåò
â ïîëíîé ìåðå îáåñïå÷èòü íåîáõîäèìóþ îñâåùåííîñòü ïîìåùåíèÿ. Ïîýòîìó â ïðàêòè÷åñêîé
äåÿòåëüíîñòè øèðîêî èñïîëüçóþò èñêóññòâåííîå îñâåùåíèå.

Ðàöèîíàëüíîå èñêóññòâåííîå îñâåùåíèå ïðåäóñìàòðèâàåò ðàâíîìåðíóþ îñâåùåííîñòü,
áåç ðåçêèõ èçìåíåíèé è ïóëüñàöèé. áëàãîïðèÿòíûé ñïåêòðàëüíûé ñîñòàâ ñâåòà è äîñòàòî÷íóþ
ÿðêîñòü. Ïîýòîìó äëÿ ðàöèîíàëüíîãî îñâåùåíèÿ íåîáõîäèìî ñîçäàâàòü îáùåå è ìåñòíîå
îñâåùåíèå.

Îñâåùåííîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ëþêñìåòðîì. Îí ñîñòîèò èç ñåëåíîâîãî ýëåìåíòà è ìèëëèàìïåðìåòðà.
ïðè îòñóòñòâèè ëþêñìåòðà äëÿ îïðåäåëåíèÿ îñâåùåííîñòè ðóêîâîäñòâóþòñÿ íîðìàìè ýëåêòðè÷åñêîãî
îñâåùåíèÿ, âûðàæåííûìè â âàòòàõ íà 1 ì2 ïëîùàäè. Îñâåùåííîñòü â çîíå ðàáîòû ïîëüçîâàòåëÿ
ÏÝÂÌ äîëæíà áûòü 300�500 ëê.

Äëÿ èñêóññòâåííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî îñâåùåíèÿ ïðèìåíÿþò ëàìïû íàêàëèâàíèÿ è ëþìèíåñöåíòíûå.
Ëþìèíåñöåíòíûå ëàìïû îáåñïå÷èâàþò âûñîêîå êà÷åñòâî è èìèòèðóþò åñòåñòâåííîå îñâåùåíèå.
Îíè ýêîíîìè÷íû ïî ðàñõîäó ýëåêòðîýíåðãèè, ñâåòîâîé îòäà÷å è ñðîêó ñëóæáû. Íàèáîëåå
ïðèåìëåìû ëàìïû ËÁ (áåëûé ñâåò) è ËÒÁ (òåìíî-áåëûé ñâåò) ìîùíîñòüþ 20, 40 èëè 80
Âò.

Ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîëÿ è èîíèçèðóþùåå èçëó÷åíèå

Ìîíèòîð ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì øèðîêîïîëîñíûõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ èçëó÷åíèå: ìÿãêîãî
ðåíòãåíîâñêîãî, óëüòðàôèîëåòîâîãî, áëèæíåãî èíôðàêðàñíîãî, ðàäèî÷àñòîòíîãî äèàïàçîíà,
à òàêæå ñâåðõ- è èíôðàíèçêî÷àñòîòíîãî ýëåêòðîñòàòè÷åñêèõ ïîëåé. Îñíîâíûì èñòî÷íèêîì
âðåäíîãî âîçäåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ âûñîêàÿ íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî
ìîíèòîðîì, çíà÷åíèé êîòîðîé ëåæàò â ïðåäåëàõ îò 4 äî 70 ìèëëèãàóññ. Íàïðÿæåííîñòü
ìàãíèòíîãî ïîëÿ äàæå â ïðåäåëàõ 4 ìèëëèãàóññ âðåäíà äëÿ æèâîé êëåòêè. Ñàìàÿ îïàñíàÿ
íàçêî÷àñòîòíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (äî 100 Ãö) ñïîñîáñòâóåò èçìåíåíèþ
áèîõèìè÷åñêîé ðåàêöèè â êðîâè íà êëåòî÷íîì óðîâíå, ÷òî ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ ó
÷åëîâåêà ñèìïòîìîì ðàçäðàæèòåëüíîñòè, íåðâíîãî íàïðÿæåíèÿ è ñòðåññà, ñïîñîáñòâóåò
íàðóøåíèþ ðåïðîäóêòèâíîé ôóíêöèè è âîçíèêíîâåíèþ ðàêà.

×òî êàñàåòñÿ âûñîêî÷àñòîòíîé ñîñòàâëÿþùåé ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, òî ïî äàííûì
Øâåäñêîé íàöèîíàëüíîé êîìèññèè ïî áåçîïàñíîñòüþ è çäîðîâüþ, íà ðàáî÷åì ìåñòå îíà íå
ïðåâûøàåò 1% îò ïðåäåëüíî äîïóñòèìîé âåëè÷èíû, è ïîýòîìó å¼ âîçäåéñòâèå íà îðãàíèçì
÷åëîâåêà ñ÷èòàåòñÿ íåçíà÷èòåëüíûì.

Èíòåíñèâíîñòü ðåíòãåíîâñêîãî èçëó÷åíèÿ çàâèñèò îò íàïðÿæåíèÿ, ïîäàâàåìîãî íà ýëåêòðîííî-
ëó÷åâóþ òðóáêó. Äëÿ ìîíèòîðîâ ñ äèàãîíàëüþ 14 äþéìîâ èñïîëüçóåòñÿ íàïðÿæåíèå, êîòîðîå
äàåò èçëó÷åíèå, áëèçêîå ê ôîíîâîìó, è îíî íå ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé îïàñíîñòè. Íî ó
ìîíèòîðîâ ñ áîëüøèì ýêðàíîì (17-21 äþéì) ðåíòãåíîâñêîå èçëó÷åíèå ìîæåò áûòü çíà÷èòåëüíûì.
Ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå èçëó÷åíèå ìîíèòîðà âåäåò ê äåèîíèçàöèè âîçäóõà â îêðåñòíîñòÿõ
ìîíèòîðà, ÷òî ñïîñîáñòâóåò èçìåíåíèþ êëåòî÷íîãî ðàçâèòèÿ, óâåëè÷åíèþ êëåòî÷íîãî ðàçâèòèÿ,
óâåëè÷åíèþ âåðîÿòíîñòè âîçíèêíîâåíèÿ ãëàçíîé áîëåçíè êàòàðàêòû. Ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå
ïîëå òàêæå ñïîñîáíî èçìåíÿòü êëåòî÷íîå ðàçâèòèå è îáîñòðÿòü íåêîòîðûå çàáîëåâàíèÿ
êîæè.
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Ìèêðîêëèìàò

Ìèêðîêëèìàò � êëèìàò âíóòðåííåé ñðåäû ïðîèçâîäñòâåííûõ ïîìåùåíèé, îïðåäåëÿåòñÿ
äåéñòâóþùèì íà îðãàíèçì ÷åëîâåêà ñî÷åòàíèåì òåìïåðàòóðû, âëàæíîñòè è ñêîðîñòè äâèæåíèÿ
âîçäóõà, à òàêæå òåìïåðàòóðû îêðóæàþùèõ ïîâåðõíîñòåé.

Ìèêðîêëèìàò çàâèñèò îò êëèìàòè÷åñêîãî ïîÿñà è ñåçîíà ãîäà, ðàçìåðîâ ïîìåùåíèÿ è
÷èñëà ðàáîòàþùèõ, óñëîâèé îòîïëåíèÿ è âåíòèëÿöèè. Ñàíèòàðíûå íîðìû ìèêðîêëèìàòà
ïîìåùåíèé ÑàíÏèÍ 2.2.4.548�96 ðåãëàìåíòèðóþò íîðìû ìèêðîêëèìàòà.

Òàáëèöà 5.3. Îïòèìàëüíûå íîðìû ìèêðîêëèìàòà
Ïåðèîä
ãîäà

Êàòåãîðèÿ
ðàáîò

Òåìïåðàòóðà
âîçäóõà, Ño

Îòíîñèòåëüíàÿ
âëàæíîñòü âîçäóõà, %

Ñêîðîñòü äâèæå-
íèÿ âîçäóõà, ì/ñ

Õîëîäíûé Ëåãêàÿ 1à 22-24 40-60 0,1
Ëåãêàÿ 1á 21-23 40-60 0,1

Òåïëûé Ëåãêàÿ 1à 23-25 40-60 0,1
Ëåãêàÿ 1á 22-24 40-60 0,2

Ðàáîòà ñ ÏÝÂÌ äåëèòñÿ íà 2 âèäà: ê 1à îòíîñÿòñÿ ðàáîòû, ïðîèçâîäèìûå ñèäÿ è
íå òðåáóþùèå ôèçè÷åñêîãî íàïðÿæåíèÿ, ïðè êîòîðûõ ðàñõîä ýíåðãèè ñîñòàâëÿåò äî 120
êêàë/÷; ê 1á îòíîñÿòñÿ ðàáîòû, ïðîèçâîäèìûå ñèäÿ, ñòîÿ èëè ñâÿçàííûå ñ õîäüáîé è
ñîïðîâîæäàþùèåñÿ íåêîòîðûì ôèçè÷åñêèì íàïðÿæåíèåì, ïðè êîòîðûõ ðàñõîä ýíåðãèè
ñîñòàâëÿåò îò 120 äî 150 êêàë/÷.

Â òàáëèöå 5.3 ïðèâåäåíû îïòèìàëüíûå íîðìû ìèêðîêëèìàòà.
Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ íàäëåæàùåãî êà÷åñòâåííîãî ñîñòàâà âîçäóõà íåîáõîäèìû ñèñòåìàòè÷åñêîå

ïðîâåòðèâàíèå, íàëè÷èå ïðèòî÷íî-âûòÿæíîé âåíòèëÿöèè, óñòàíîâêà óâëàæíèòåëåé, çàïðàâëÿåìûõ
åæåäíåâíî äèñòèëëèðîâàííîé èëè ïðîêèïÿ÷åííîé âîäîé, óñòàíîâêà êîíäèöèîíåðîâ â îêîííûõ
ðàìàõ, åæåäíåâíàÿ âëàæíàÿ óáîðêà, åæåìåñÿ÷íîå ïðîòèðàíèå ñïèðòîì êëàâèàòóðû è ýêðàíà,
óñíàíîâêà íà îêíàõ øòîð è æàëþçè.

Ñòàòè÷åñêèå ïåðåãðóçêè

Ó ëþäåé, ðàáîòàþùèõ çà êîìïüþòåðàìè íàèáîëüøåå ÷èñëî æàëîá íà çäîðîâüå ñâÿçàíî
ñ çàáîëåâàíèÿìè ìûøö è ñóñòàâîâ. ×àùå âñåãî ýòî ïðîñòî îíåìåíèå øåè, áîëü â ïëå÷àõ è
ïîÿñíèöå èëè ïîêàëûâàíèå â íîãàõ. Íî áûâàþò è áîëåå ñåðüåçíûå çàáîëåâàíèÿ. Íàèáîëåå
ðàñïðîñòðàíåí êèñòåâîé òóííåëüíûé ñèíäðîì (carpal tunnel syndrome), ïðè êîòîðîì íåðâû
ðóêè ïîâðåæäàþòñÿ âñëåäñòâèå ÷àñòîé è äëèòåëüíîé ðàáîòû íà êîìïüþòåðå. Â íàèáîëåå
òÿæåëîé ôîðìå ýòîò ñèíäðîì ïðîÿâëÿåòñÿ â âèäå ìó÷èòåëüíûõ áîëåé, ëèøàþùèõ ÷åëîâåêà
òðóäîñïîñîáíîñòè.

Ëå÷åíèå ÊÒÑ â ðÿäå ñëó÷àåâ ïðåäñòàâëÿåò ñëîæíóþ çàäà÷ó, ïîñêîëüêó ÷àñòî òðåáóåòñÿ
íàçíà÷åíèå ðàçëè÷íûõ ïðîòèâîâîñïàëèòåëüíûõ ñðåäñòâ. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ òðåáóåòñÿ
äàæå õèðóðãè÷åñêîå ëå÷åíèå: óäëèíåíèå ïîïåðå÷íîé ñâÿçêè. ×àñòî, íî íå âñåãäà, óäàåòñÿ
äîáèòüñÿ ïîëíîãî âûçäîðîâëåíèÿ. Èìåííî ïîýòîìó, î÷åíü âàæíî ñòàðàòüñÿ ïðåäîòâðàòèòü
ðàçâèòèå ÊÒÑ âñåìè äîñòóïíûìè ìåòîäàìè, à åñëè îí âñå æå âîçíèê, ìàêñèìàëüíî ðàíî
íà÷àòü ëå÷åíèå.

Íàèáîëåå òÿæåëûå ñëó÷àè ÊÒÑ âñòðå÷àþòñÿ ïðè ïîçäíåé äèàãíîñòèêå è íåñâîåâðåìåííî
íà÷àòîì ëå÷åíèè. Â òî æå âðåìÿ, ìîæíî èçáåæàòü áîëè è ôóíêöèîíàëüíûõ ðàññòðîéñòâ,
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åñëè âûÿâèòü ÊÒÑ íà ðàííèõ ñòàäèÿõ. Äëÿ íà÷àëüíîé ñòàäèè ÊÒÑ õàðàêòåðíî ïîÿâëåíèå
äðîæè, çóäà, ïîêàëûâàíèÿ â ïàëüöàõ. ×àùå âñåãî ýòè ñèìïòîìû ïîÿâëÿþòñÿ ÷åðåç íåñêîëüêî
÷àñîâ ïîñëå îêîí÷àíèÿ ðàáîòû. Êàê ñëåäñòâèå, áîëüøèíñòâî ëþäåé íå ñâÿçûâàþò íàëè÷èå
ýòèõ ÿâëåíèé ñî ñâîåé ðàáîòîé. Ýòî ïðèâîäèò ê çàïóùåííûì ñëó÷àÿì ÊÒÑ. Ïîñòåïåííî
ïðèñîåäèíÿåòñÿ îíåìåíèå, áîëü è òÿæåñòü â ðóêàõ. Äëÿ áîëüøèíñòâà áîëüíûõ íà÷àëî
çàáîëåâàíèÿ ïðîõîäèò íåçàìå÷åííûì.

Ïðè îáíàðóæåíèè ïðèçíàêîâ ÊÒÑ íåîáõîäèìî îáðàòèòñÿ ê âðà÷ó, êîòîðûé ñ ïîìîùüþ
âåñüìà íåñëîæíûõ èññëåäîâàíèé ïðîâåäåò äèàãíîñòèêó è ïðè íåîáõîäèìîñòè, íàçíà÷èò
ëå÷åíèå.

Òðåáîâàíèÿ ê îðãàíèçàöèè ðàáî÷åãî ìåñòà

Òðåáîâàíèÿ ê îáîðóäîâàíèþ

Ñóùåñòâóåò ñòàíäàðò íà ÂÄÒ, îáÿçàòåëüíûé äëÿ ëþáîãî ìîíèòîðà, ïðîäàâàåìîãî â
Ðîññèè (ñì. ÃÎÑÒ 27954�88, ÑàíÏèÍ 2.2.2.542�96). Îñíîâíûå òðåáîâàíèÿ ê ÂÄÒ èçëîæåíû
â òàáëèöå 5.4.

Òàáëèöà 5.4. Îñíîâíûå òðåáîâàíèÿ ê ÂÄÒ
Õàðàêòåðèñòèêà ìîíèòîðà Òðåáîâàíèÿ ÃÎÑÒ 27954�88
×àñòîòà êàäðîâ ïðè ðàáîòå
c ïîçèòèâíûì êîíòðàñòîì

íå ìåíåå 60 Ãö

×àñòîòà êàäðîâ â ðåæèìå
îáðàáîòêè òåêñòà

íå ìåíåå 72 Ãö

Äðîæàíèå ýëåìåíòîâ èçîáðàæåíèÿ íå áîëåå 0,1 ìì
Àíòèáëèêîâîå ïîêðûòèå îáÿçàòåëüíî
Äîâåðèòåëüíûé óðîâåíü øóìà íå áîëåå 50 äÁ
Ìîùíîñòü äîçû ðåíãåíîâñêîãî
èçëó÷åíèÿ íà ðàññòîÿíèè 5 ñì îò
ýêðàíà ïðè 41-÷àñîâîé íåäåëå

íå áîëåå 0,03 ìêÐ/ñ

Êîíñòðóêöèÿ ÂÄÒ äîëæíà îáåñïå÷èâàòü âîçìîæíîñòü ôðîíòàëüíîãî íàáëþäåíèÿ ýêðàíà
ïóòåì ïîâîðîòà êîðïóñà â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè â ïðåäåëàõ
±30o è â âåðòèêàëüíîé ïëñêîñòè âîêðóã ãîðèçîíòàëüíîé îñè â ïðåäåëàõ ±30o ñ ôèêñàöèåé â
çàäàííîì ïîëîæåíèè. Äèçàéí ÂÄÒ äîëæåí ïðåäóñìàòðèâàòü îêðàñêó êîðïóñà â ñïîêîéíûå
ìÿãêèå òîíà ñ äèôôóçíûì ðàññåèâàíèåì ñâåòà. Êîðïóñ ÂÄÒ è ÏÝÂÌ, êëàâèàòóðà è
äðóãèå ëîêè ÏÝÂÌ äîëæíû èìåòü ìàòîâóþ ïîâåðõíîñòü îäíîãî öâåòà ñ êîýôôèöèåíòîì
îòðàæåíèÿ 0,4�0,6 è íå èìåòü áëåñòÿùèõ äåòàëåé, ñïîñîáíûõ ñîçäàâàòü áëèêè. Íà ëèöåâîé
ñòîðîíå êîðïóñà ÂÄÒ íå ðåêîìåíäóåòñÿ ðàñïîëàãàòü îðãàíû óïðàâëåíèÿ, ìàðêèðîâêó,
êàêèå-ëèáî âñïîìîãàòåëüíûå íàäïèñè è îáîçíà÷åíèÿ. Ïðè íåîáõîäèìîñòè ðàñïîëîæåíèÿ
îðãàíîâ óïðàâëåíèÿ íà ëèöåâîé ïàíåëè îíè äîëæíû çàêðûâàòüñÿ êðûøêîé èëè áûòü
óòîïëåíû â êîðïóñå.

ÂÄÒ äîëæíû ñîîòâåòñòâîâàòü ñëåäóþùèì ïàðàìåòðàì:

1) Ïàðàìåòðû áåçîïàñíîñòè � ÃÎÑÒ Ð 50377�72

2) Ñàíèòàðíî-ãèãèåíè÷åñêèå òðåáîâàíèÿ ÃÎÑÒ Ð 26329�84 èëè ÃÎÑÒ 2718�18
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3) Ýëåêòðîìàãíèòíàÿ ñîâìåñòèìîñòü � ÃÎÑÒ 29216�91

Òðåáîâàíèÿ ê êëàâèàòóðå

Êîíñòðóêöèÿ êëàâèàòóðû äîëæíà ïðåäóñìàòðèâàòü:

• èñïîëíåíèå â âèäå îòäåëüíîãî óñòðîéñòâà ñ âîçìîæíîñòüþ ñâîáîäíîãî ïåðåìåùåíèÿ

• îïîðíîå ïðèñïîñîáëåíèå, ïîçâîëÿþùåå èçìåíÿòü óãîë íàêëîíà ïîâåðõíîñòè êëàâèàòóðû
â ïðåäåëàõ îò 5 äî 15 ãðàäóñîâ

• âûñîòó ñðåäíåãî ðÿäà êëàâèø íå áîëåå 30 ìì

• ðàñïîëîæåíèå ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ êëàâèø â öåíòðå, âíèçó è ñïðàâà, ðåäêî èñïîëüçóåìûõ �
ââåðõó è ñëåâà

• âûäåëåíèå öâåòîì, ðàçìåðîì, ôîðìîé è ìåñòîì ðàñïîëîæåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ãðóïï
êëàâèø

• ìèíèìàëüíûé ðàçìåð êëàâèø � 13 ìì, îïòèìàëüíûé � 15 ìì

• êëàâèøè ñ óãëóáëåíèåì â öåíòðå è øàãîì 19±1 ìì

• ðàññòîÿíèå ìåæäó êëàâèøàìè íå ìåíåå 3 ìì

• îäèíàêîâûé õîä äëÿ âñåõ êëàâèø ñ ìèíèìàëüíûì ñîïðîòèâëåíèåì íàæàòèþ 0,25 Í
è ìàêñèìàëüíûì � íå áîëåå 1,5 Í

• çâóêîâóþ îáðàòíóþ ñâÿçü îò âêëþ÷åíèÿ êëàâèø ñ ðåãóëèðîâêîé óðîâíÿ çâóêîâîãî
ñèãíàëà è âîçìîæíîñòè å¼ îòêëþ÷åíèÿ

Òðåáîâàíèÿ ê ïîìåùåíèþ äëÿ ýêñïëóàòàöèè ÂÄÒ è ÏÝÂÌ

Èñïîëüçîâàíèå ïîäâàëüíûõ ïîìåùåíèé çàïðåùàåòñÿ. Ïîìåùåíèå íå äîëæíî ãðàíè÷èòü
ñ ïîìåùåíèÿìè, â êîòîðûõ óðîâíè øóìà è âèáðàöèè ïðåâûøàþò äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ
(ìåõàíè÷åñêèå öåõà, ìàñòåðñêèå, ãèìíàñòè÷åñêèå çàëû è ò.ä.). Ðàçìåð ïîìåùåíèÿ ðàññ÷èòûâàåòñÿ
èç òðåáîâàíèé ïëîùàäè íà îäíî ðàáî÷åå ìåñòî ñ ÂÄÒ èëè ÏÝÂÌ íå ìåíåå 6 ì2, à îáúåìà
íå ìåíåå 203. Ïîìåùåíèå äîëæíî èìåòü åñòåñòâåííîå è èñêóññòâåííîå îñâåùåíèå. Äëÿ
âíóòðåííåé îòäåëêè èíòåðüåðà äîëæíû èñïîëüçîâàòüñÿ äèôôóçíî-îòðàæàþùèå ìàòåðèàëû
ñ êîýôôèöèåíòîì îòðàæåíèÿ äëÿ ïîòîëêà � 0,7�0,8; äëÿ ñòåí � 0,5�0,6; äëÿ ïîëà � 0,3�0,5.
Ïîâåðõíîñòü ïîëà â ïîìåùåíèè äîëæíà áûòü ðîâíîé, áåç âûáîèí, íåñêîëüçêîé, óäîáíîé
äëÿ î÷èñòêè è âëàæíîé óáîðêè, îáëàäàòü àíòèñòàòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè.

Îáîðóäîâàíèå è ðàñïîëîæåíèå ðàáî÷åãî ìåñòà ÏÝÂÌ

Ðàáî÷åå ìåñòî ïîëüçîâàòåëÿ ÏÝÂÌ ñîñòîèò èç ñòîëà, íå êîòîðîì ïîìåùàåòñÿ ìîíèòîð,
ÏÝÂÌ, êëàâèàòóðà, è ñòóëà.

Ðàáî÷èå ìåñòà ïî îòíîøåíèþ ê ñâåòîâûì ïðîåìàì äîëæíà ðàñïîëàãàòüñÿ òàê, ÷òîáû
åñòåñòâåííûé ñâåò ïàäàë ñáîêó, ïðåèìóùåñòâåííî ñëåâà.

Ñõåìû ðàñïîëîæåíèÿ ðàáî÷èõ ìåñò äîëæíû ó÷èòûâàòü ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ðàáî÷èìè
ñòîëàìè è âèäåîìîíèòîðàìè (â íàïðàâëåíèè òûëà ïîâåðõíîñòè îäíîãî âèäåîìîíèòîðà è
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ýêðàíà äðóãîãî âèäåîìîíèòîðà), êîòîðîå äîëæíî áûòü íå ìåíåå 2 ì, à ðàññòîÿíèå ìåæäó
áîêîâûìè ïîâåðõíîñòÿìè âèäåîìîíèòîðîâ � íå ìåíåå 1,2 v/ Îêîííûå ïðîåìû â ïîìåùåíèÿõ
èñïîëüçîâàíèÿ ÂÄÒ è ÏÝÂÌ äîëæíû áûòü îáîðóäîâàíû ðåãóëèðóåìûìè óñòðîéñòâàìè
òèïà: æàëþçè, çàíàâåñè, âíåøíèå êîçûðüêè è äð.

Äëèíà ðàáî÷åãî ñòîëà (ñëåâà íàïðàâî) äîëæíà áûòü íå ìåíåå 70 ñì, øèðèíà äîëæíà
îáåñïå÷èâàòü ìåñòî ïåðåä êëàâèàòóðîé íå ìåíåå 30ñì äëÿ ðàñïîëîæåíèÿ çàïèñåé, òåêñòà
ïðîãðàììû è äð. Ïîâåðõíîñòü ñòîëà, íà êîòîðîì ðàñïîëàãàåòñÿ êëàâèàòóðà è òåòðàäü,
äîëæíà èìåòü íàêëîí 12�15o; äîïóñêàåòñÿ è ãîðèçîíòàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü ñòîëà. Âûñîòà
êðàÿ ñòîëà, îáðàùåííîãî ê ðàáîòàþùåìó çà âèäåîòåðìèíàëîì, êðåñëà èëè ñòóëà íàä ïîëîì
è øèðèíà ïðîñòðàíñòâà äëÿ íîã ïîä ñòîëîì äîëæíû ïðèíèìàòüñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ðîñòîì
ïðîãðàììèñòà. øèðèíà ïðîñòðàíñòâà äëÿ íîã ïîä ñòîëîì äîëæíà áûòü íå ìåíåå 50 ñì,
ãëóáèíà � íå ìåíåå 45 ñì.

Êðåñëî äîëæíî èìåòü ïîäëîêîòíèêè è ïîäúåìíî-ïîâîðîòíîå óñòðîéñòâî äëÿ ðåãóëÿöèè
âûñîòû ñèäåíèÿ è ñïèíêè. à òàêæå óãëà íàêëîíà ñïèíêè. Æåëàòåëüíî, ÷òîáû ðåëüåô
ñïèíêè ïîâòîðÿë ôîðìó ñïèíû. Âûñîòà ïîâåðõíîñòè ñèäåíèÿ äîëæíà ðåãóëèðîâàòüñÿ â
ïðåäåëàõ 40�50 ñì, à óãîë íàêëîíà ñïèíêè � â ïðåäåëàõ 90�110o. Øèðèíà ñèäåíèÿ äîëæíà
áûòü 40 ñì, ãëóáèíà íå ìåíåå 38 ñì. Âûñîòà îïîðíîé ïîâåðõíîñòè ñïèíêè � íå ìåíåå 30
ñì, åå øèðèíà � íå ìåíåå 38 ñì. Ìàòåðèàë ïîêðûòèÿ äîëæåí îáåñïå÷èâàòü âîçìîæíîñòü
ëåãêîé î÷èñòêè îò çàãðÿçíåíèÿ. Ïîâåðõíîñòü ñèäåíèÿ è ñïèíêè äîëæíû áûòü ïîëóìÿãêèìè,
ñ íåñêîëüçÿùèì, íåýëåêòðèçóþùèìñÿ è âîçäóõîïðîíèöàåìûì ïîêðûòèåì.

Íîðìèðîâàíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ èçëó÷åíèé

Ïðè ðàáîòå ñ ÏÝÂÌ îïåðàòîð ïîäâåðãàåòñÿ âîçäåéñòâèþ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.
Ïðè äëèòåëüíîì âîçäåéñòâèè ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé íà ÷åëîâåêà âîçíèêàåò òåïëîâîé
ýôôåêò � îðãàíèçì íå â ñîñòîÿíèè îòâåñòè òåïëî, ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå âîçäåéñòâèÿ
ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé. Íàèáîëåå óÿçâèìû îðãàíû, ñîäåðæàùèå ìíîãî âîäû: ãëàçà, ïî÷êè
è ò.ä. Òàê æå ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîëÿ äåéñòâóþò íà êëåòî÷íîì óðîâíå. Ïîýòîìó ÃÎÑÒ
12.1.006�84 óñòàíàâëèâàåò äîïóñòèìûå óðîâíè ýëåêòðîìàãíèòíûõ èçëó÷åíèé (ÝÌÈ) íà
ðàáî÷èõ ìåñòàõ ïåðñîíàëà, ðàáîòàþùèõ â ïîìåùåíèÿõ ñ èñòî÷íèêàìè ÝÌÏ. Óðîâíè íàïðÿæåííîñòè
ÝÌÏ íà ðàáî÷èõ ìåñòàõ ïåðñîíàëà, ðàáîòàþùèõ â ïîìåùåíèÿõ ñ èñòî÷íèêàìè ÝÌÏ â
òå÷åíèå äíÿ íå äîëæíû ïðåâûøàòü çíà÷åíèÿ, ïðèâåäåííûå â òàáëèöå 5 äëÿ ýëåêòðè÷åñêîé
ñîñòàâëÿþùåé E è äëÿ ìàãíèòíîé ñîñòàâëÿþùåé H.

Òàáëèöà 5.5. Óðîâíè íàïðÿæåííîñòè ÝÌÏ íà ðàáî÷èõ ìåñòàõ ïåðñîíàëà
f, ÌÃö îò 0.06 äî 3 îò 3 äî 30 îò 30 äî 300

Å, Â/ì 500 300 80
Í, À/ì 50 � �

Äëÿ ñíèæåíèÿ íàïðÿæåííîñòè ÝÌÏ èñïîëüçóþòñÿ çàùèòíûå ýêðàíû.
Êðîìå ÝÌÈ ïðè ýêñïëóàòàöèè ÏÝÂÌ èìåþò ìåñòî ðåíòãåíîâñêîå, âèäèìîå, óëüòðàôèîëåòîâîå

è èíôðàêðàñíîå èçëó÷åíèÿ, èíòåíñèâíîñòü êîòîðûõ îáû÷íî çíà÷èòåëüíî íèæå ñóùåñòâóþùèõ
äîïóñòèìûõ íîðìàòèâíûõ çíà÷åíèè. Îäíàêî, ó÷èòûâàÿ íåäîñòàòî÷íóþ èçó÷åííîñòü âîçäåéñòâèÿ
ýòèõ èçëó÷åíèé íà îïåðàòîðà ðåêîìåíäóåòñÿ îãðàíè÷èâàòü âðåìÿ ðàáîòû ñ ÏÝÂÌ, íå
ðàçìåùàòü ÏÝÂÌ êîíöåíòðèðîâàíî â ðàáî÷åé çîíå, ïðèìåíÿòü çàùèòíûå ýêðàíû, êîòîðûå
íåîáõîäèìî íå ìåíåå îäíîãî ðàçà â òå÷åíèå ðàáî÷åé ñìåíû ïðîòèðàòü îò ïûëè.
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Íîðìèðîâàíèå ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ

Ïðè ðàáîòå ñ ÏÝÂÌ îïåðàòîð ìîæåò íàõîäèòüñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî
ïîëÿ. Ñòåïåíü åãî âîçäåéñòâèÿ íà îïåðàòîðà çàâèñèò îò íàïðÿæåííîñòè è âðåìåíè âîçäåéñòâèÿ.
Ïðåäåëüíî äîïóñòèìàÿ íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ íà ðàáî÷èõ ìåñòàõ íå
äîëæíà ïðåâûøàòü:

• ïðè âîçäåéñòâèè äî 1 ÷àñà � 60 êÂ/ì.

• ïðè âîçäåéñòâèè îò 1 ÷àñà äî 9 ÷àñà � 60/
√

t,

ãäå t - âðåìÿ îò 1 äî 9 ÷àñîâ.
Â ñëó÷àå ïðåâûøåíèÿ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íîðìèðóåìîãî çíà÷åíèÿ

äîëæíû ïðèìåíÿòüñÿ ñðåäñòâà çàùèòû, òàêèå êàê: çàùèòíûå ýêðàíû, íåéòðàëèçàòîðû,
àíòèñòàòè÷åñêèå ïðåïàðàòû è óâëàæíèòåëè.

Òðåáîâàíèÿ ïî ýëåêòðîáåçîïàñíîñòè

Ïèòàíèå ÏÝÂÌ îñóùåñòâëÿåòñÿ îò ýëåêòðîñåòè ïåðåìåííîãî òîêà ñ íàïðÿæåíèåì 220Â
è ÷àñòîòîé 50Ãö, ïîýòîìó âîçíèêàåò îïàñíîñòü ïîðàæåíèÿ ýëåêòðè÷åñêèì òîêîì.

Òåõíè÷åñêèå ñïîñîáû è ñðåäñòâà îáåñïå÷åíèÿ ýëåêòðîáåçîïàñíîñòè â ñîîòâåòñòâèè ñ
ÃÎÑÒ 12.1.019�79 ðàçäåëåíû íà äâå ãðóïïû: îáåñïå÷èâàþùèå çàùèòó îò ñëó÷àéíîãî ñîïðèêîñíîâåíèÿ
ê òîêîâåäóùèì ÷àñòÿì è çàùèùàþùèå îò ïîðàæåíèÿ òîêîì ïðè ñîïðèêîñíîâåíèè ê ìåòàëëè÷åñêèì
íåòîêîâåäóùèì ÷àñòÿì, êîòîðûå ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîä íàïðÿæåíèåì â ðåçóëüòàòå ïîâðåæäåíèÿ
èçîëÿöèè èëè ïî èíûì ïðè÷èíàì.

Ïðè ïðîõîæäåíèè ÷åðåç îðãàíèçì ÷åëîâåêà ýëåêòðè÷åñêèé òîê îêàçûâàåò òåðìè÷åñêîå,
ýëåêòðîëèòè÷åñêîå è áèîëîãè÷åñêîå âîçäåéñòâèå. Òåðìè÷åñêîå âîçäåéñòâèå âûðàæàåòñÿ â
îæîãàõ îòäåëüíûõ ó÷àñòêîâ òåëà. Ýëåêòðîëèòè÷åñêîå âîçäåéñòâèå âûðàæàåòñÿ â èçìåíåíèè
õèìè÷åñêîãî ñîñòàâà êðîâè è äðóãèõ îðãàíè÷åñêèõ æèäêîñòåé. Áèîëîãè÷åñêîå âîçäåéñòâèå
âûðàæàåòñÿ â íåïðîèçâîëüíîì ñóäîðîæíîì ñîêðàùåíèè ìûøö, â íàðóøåíèè âíóòðåííèõ
áèîýëåêòðè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.

Äëÿ ïðåäîòâðàùåíèÿ ïîðàæåíèÿ ýëåêòðè÷åñêèì òîêîì èñïîëüçóåòñÿ çàùèòíîå çàçåìëåíèå.
Çàçåìëåíèþ ïîäëåæàò ìåòàëëè÷åñêèå íåòîêîâåäóùèå ÷àñòè îáîðóäîâàíèÿ, íà êîòîðûõ
âîçìîæíî âîçíèêíîâåíèå íàïðÿæåíèÿ âñëåäñòâèå ïîâðåæäåíèÿ èçîëÿöèè. Çàùèòíîå çàçåìëåíèå
ïîçâîëÿåò ñíèçèòü äî áåçîïàñíîãî çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèå ïðèêîñíîâåíèÿ, âîçíèêàþùåå âñëåäñòâèå
çàìûêàíèÿ íà êîðïóñ, è îñóùåñòâëÿåòñÿ â ïîìåùåíèÿõ ñ ïîìîùüþ òðóáîïðîâîäîâ è ïîäîáíûõ
èì ïðîâîäÿùèõ ïðåäìåòîâ.

Íåîáõîäèìî îáåñïå÷èòü íåäîñòóïíîñòü òîêîâåäóùèõ ÷àñòåé, íàõîäÿùèõñÿ ïîä íàïðÿæåíèåì
äëÿ ñëó÷àéíîãî ïðèêîñíîâåíèÿ çà ñ÷åò ïðèìåíåíèÿ ñïëîøíûõ êîðïóñîâ, ñêðûâàþùèõ
òîêîïðîâîäÿùèå ÷àñòè.

Òðåáîâàíèÿ ïî ïîæàðíîé áåçîïàñíîñòè

Âû÷èñëèòåëüíûå öåíòðû è äðóãèå ïîìåùåíèÿ, â êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû êîìïüþòåðû,
îñíàùåíû ðàçâèòîé ñèñòåìîé ýëåêòðîïðîâîäêè. Êîðîòêîå çàìûêàíèå â ýëåêòðîñåòè ìîæåò
ïðèâåñòè ê ïîæàðó. Îñíîâû ïðîòèâîïîæàðíîé çàùèòû îïðåäåëÿþòñÿ ñòàíäàðòîì ÃÎÑÒ
12.1.004�91 "Ïîæàðíàÿ áåçîïàñíîñòü".

Êîíñòðóêöèè çäàíèÿ, â êîòîðîì ðàñïîëîæåí âû÷èñëèòåëüíûé öåíòð, äîëæíû â òå÷åíèè
îïðåäåëåííîãî âðåìåíè ñîïðîòèâëÿòüñÿ âîçäåéñòâèþ ïîæàðà îáëàäàòü ñîîòâåòñòâóþùåé
îãíåñòîéêîñòüþ.
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Êîíñòðóêöèÿ çäàíèÿ äîëæíà ïðåäóñìàòðèâàòü âîçìîæíîñòü ýâàêóàöèè ëþäåé â ñëó÷àå
âîçíèêíîâåíèÿ ïîæàðà. Â ïîìåùåíèè äîëæíû áûòü óãëåêèñëîòíûå îãíåòóøèòåëè (òèïà
ÎÓ�2À, ÎÓ�5, ÎÓ�8) è àâòîìàòè÷åñêèå ñðåäñòâà îáíàðóæåíèÿ ïîæàðîâ,òèïà òåïëîâûõ
èçâåùàòåëåé, ñðàáàòûâàþùèõ íà ïîâûøåíèå àáñîëþòíîãî çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóðû.
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Ïðèëîæåíèå.

Ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî äëÿ ñõåìû ñ òðåìÿ òèïàìè ÷àñòèö


0 −→ T1, T2

T1 −→ T2, T3

T2 −→ T1, T3

�����������������-

Technical Parameters

N = 100; � Time break
lambda0 = 4; � Intensivity of incoming stream
lambda1 = 1; � Intensivity reaction 1
lambda2 = 1; � Intensivity reaction 2
T0 = 0; � Start time
T = 25; � Final time
p = [0.3,0.4,0.5];

�����������������-

Starting Conditions

A1 = 0;
A2 = 0;
A3 = 0;

�����������������-

Main Part

clear t;
clear x1;
clear x2;
clear x3;

x1(1) = A1;
x2(1) = A2;
x3(1) = A3;
t(1) = T0;
tt(3) = 0;
i = 1;

while t(i) < T
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tt(1) = random('exp',1/lambda0,1,1);
if x1(i) == 0

tt(2) = 50;
else

tt(2) = random('exp',1/(lambda1*x1(i)),1,1);
end
if x2(i) == 0

tt(3) = 50;
else

tt(3) = random('exp',1/(lambda2*x2(i)),1,1);
end

s = min(tt);
t(i+1) = t(i) + s;
if t(i+1) < T

q = rand(1,1);
if s == tt(1)

if q < p(1)
x1(i+1) = x1(i) + 1;
x2(i+1) = x2(i);
x3(i+1) = x3(i);

else
x1(i+1) = x1(i);
x2(i+1) = x2(i) + 1;
x3(i+1) = x3(i);

end
end
if s == tt(2)

if q < p(2)
x1(i+1) = x1(i) - 1;
x2(i+1) = x2(i) + 1;
x3(i+1) = x3(i);

else
x1(i+1) = x1(i) - 1;
x2(i+1) = x2(i);
x3(i+1) = x3(i) + 1;

end
end
if s == tt(3)

if q < p(3)
x1(i+1) = x1(i) + 1;
x2(i+1) = x2(i) - 1;
x3(i+1) = x3(i);

else
x1(i+1) = x1(i);
x2(i+1) = x2(i) - 1;
x3(i+1) = x3(i) + 1;
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end
end

else
t(i+1) = T;
x1(i+1) = x1(i);
x2(i+1) = x2(i);
x3(i+1) = x3(i);

end
i = i + 1;

end

����������������

Visualisation part

�gure;
subplot(3,1,1); stairs(t,x1,'b',0.1); grid on;
subplot(3,1,2); stairs(t,x2,'b',0.1); grid on;
subplot(3,1,3); stairs(t,x3,'b',0.1); grid on;
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ÌåòîäÌîíòå-Êàðëî äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ ñõåìû
3.1.1.


0 −→ T1

T1 + T2 −→ T3

T3 −→ T2 + T4

Îñíîâíàÿ ïðîãðàììà.

�����������������-

Technical Parameters

N = 100; � Time break
lambda0 =6; � Intensivity of incoming stream
lambda1 = 4 ; � Intensivity reaction 1
lambda2 = 1; � Intensivity reaction 2
T0 = 0 ; � Start time
T = 25 ; � Final time
A2 = 10; � Number of working chanels
nk = 500; � Number of iterations Monte-Carlo method

�����������������-

Starting Conditions

A1 = 0; Number requests

�����������������-

Technical part

clear t1;
clear x1sum;
clear x2sum;
clear x3sum;
clear x4sum;
clear p;

x1sum(N+1) = 0;
x2sum(N+1) = 0;
x3sum(N+1) = 0;
x4sum(N+1) = 0;
t1 = T0:(T-T0)/N:T;

��������������������

Main Part

for k=1:nk

clear t;
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clear x1;
clear x2;
clear x3;
clear x4;

x1(1) = A0;
x2(1) = 0;
x3(1) = 0;
x4(1) = A1;
t(1) = T0;
tt(3) = 0;
i = 1;

while t(i) < T

tt(1) = random('exp',1/lambda0,1,1);
if x0(i)*x1(i) == 0

tt(2) = 50;
else

tt(2) = random('exp',1/(lambda1*x0(i)*x1(i)),1,1);
end
if x(i) == 0

tt(3) = 50;
else

tt(3) = random('exp',1/(lambda2*x(i)),1,1);
end

s = min(tt);
t(i+1) = t(i) + s;
if t(i+1) < T

if s == tt(1)
x1(i+1) = x1(i) + 1;
x2(i+1) = x2(i);
x3(i+1) = 3(i);
x4(i+1) = x4(i);

end
if s == tt(2)

x1(i+1) = x1(i) - 1;
x2(i+1) = x2(i) - 1;
x3(i+1) = x3(i) + 1;
x4(i+1) = x4(i);

end
if s == tt(3)

x1(i+1) = x1(i);
x2(i+1) = x2(i) + 1;
x3(i+1) = x3(i) - 1;
x4(i+1) = x4(i) + 1;

end
else
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t(i+1) = T;
x1(i+1) = x1(i);
x2(i+1) = x2(i);
x3(i+1) = x3(i);
x4(i+1) = x4(i);

end
i = i + 1;

end
x1sum(k) = x1(i);
x2sum(k) = x2(i);

x3sum(k) = x3(i);
x4sum(k) = x4(i);

end

����������������

Visualisation part

clear p1;

probabilityhist2(x0sum,xsum,A1);

amax = max(x0sum);
amin = min(x0sum);

p = classicalmodel(lambda0,lambda2,amin,amax,A1);

p1(1) = sum(p(1:A1+1));
p1(2:amax+1) = p(A1+2:amax+A1+1);
p2(1:A1) = p(1:A1);
p2(A1+1) = sum(p(A1+1:amax+A1+1));

subplot(2,1,1); hplot = plot(0:amax,p1,'r*'); set(hplot,'LineWidth',5);
subplot(2,1,2); hplot = plot(0:A1,p2,'r*'); set(hplot,'LineWidth',5); grid on;
order = sum(x0sum)/nk
system = order + sum(xsum)/nk
timeorder = order/lambda0
timesystem = system/lambda0

Âíóòðåííèé ìîäóëü 1.

function p = classicalmodel(lambda,mu,amin,amax,lab)

clear p;

if lab == 1

ro = lambda/mu;
p(1) = 1 - ro;

for i =1:3*amax
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p(i+1) = ro*p(i);
end

classorder = (ro*ro)/(1-ro)
classsystem = ro/(1-ro)
cltimeorder = classorder/lambda
cltimesystem = classsystem/lambda

end

if lab > 1

ro = lambda/mu;
kappa = ro/lab;
p(1) = 1;
coef = 1;

for i = 1:lab
coef = coef*(ro/i);

p(1) = p(1) + coef;
end

p(1) = p(1) + coef*(ro/i)*(1/(1-kappa));
p(1) = 1/p(1);

for i=1:lab
p(i+1) = p(i)*(ro/i);

end

for i=lab+1:3*amax
p(i+1) = p(i)*(ro/lab);

end

M = 0;
for i=1:3*amax

M = M + (i-1)*p(i);
end

classorder = (kappa*p(lab+1))/((1-kappa)*(1-kappa))
classsystem = classorder + kappa*lab
cltimeorder = classorder/lambda
cltimesystem = classsystem/lambda

end

Âíóòðåííèé ìîäóëü 2.

function probabilityhist2(Y1,Y2,A1)

clear x1;
clear x2;
clear razmer;
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d = size(Y1);
Y1 = round(Y1);
abeg = min(Y1);
a�n = max(Y1);
x1(a�n - abeg + 1) = 0; x2(A1+1) = 0;

for i = 1:d(2)

if Y1(i)>0
if Y2(i)<A1

Y1(i) = Y1(i) - 1;
Y2(i) = Y2(i) + 1;

end
end

end

for i = 1:d(2)

x1(Y1(i) - abeg + 1) = x1(Y1(i) - abeg + 1) + 1;
x2(Y2(i)+1) = x2(Y2(i)+1) + 1;

end

x1 = x1/d(2); x2 = x2/d(2);
razmer = abeg:a�n; subplot(2,1,1);
bar(razmer,x1); grid on; hold on;
subplot(2,1,2); bar(0:A1,x2); grid on; hold on;
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